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RESUMO

Grande parte dos programas de computador voltados a area de Engenharia Civil
apresentam apenas o resultado final ou, quando detalham o processo de resolucao,
€ mostrada somente uma parte dos calculos. Devido a isso, elaborou-se um maodulo
para a realizacdo da andlise estrutural de vigas por meio da Teoria de Euler-Bernoulli,
incorporado a um programa de computador ja existente e disponivel on-line chamado
IFESTRUT. Esse programa possui uma area de comandos tipo “CAD” em que é
possivel fazer o desenho de estruturas isostaticas e hiperestaticas — incluindo
deferentes tipos de vinculos e cargas. O programa foi desenvolvido pelo NEVE
(Nucleo de Engenharia Virtual e Experimental) — um grupo de pesquisa que
desenvolve paginas na internet com modulos voltados a area de Engenharia Civil. O
resultado do médulo de vigas aqui apresentado mostra os diagramas dos esforcos e
deslocamentos, além de, como principal diferencial, um relatério em PDF detalhando
a teoria envolvida no processo de resolucédo, bem como os célculos realizados para a
obtencao dos resultados. Os calculos e diagramas foram validagéo pela comparacao

com o software Ftool.

Palavras-chave: Analise estrutural. Programa de computador. Relatério detalhado.

Teoria de Euler-Bernoulli.



ABSTRACT

Most of the softwares aimed at the civil engineering area present only the final result
or, when they detail the resolution process, only a part of the calculations is shown.
Due to this, a module was developed to perform the structural analysis of beams by
means of the Euler-Bernoulli Theory, incorporated to an existing computer program
available on-line called IFESTRUT. This software has a "CAD" type command area
where it is possible to draw isostatic and hyperstatic structures - including different
types of supports and loads. The program was developed by NEVE (Nucleus of Virtual
and Experimental Engineering) - a research group that develops web pages with
modules for the civil engineering area. The result of the beams module presented here
shows the displacement, shear force and bending moment diagrams, and, as a major
differential, a PDF report detailing the theory involved in the solving process, as well
as the calculations performed to obtain the results. The calculations and diagrams

were validated by comparison with Ftool software.

Keywords: Structural analysis. Software. Detailed report. Euler-Bernoulli theory.



LISTA DE ILUSTRACOES

Figura 1 - Deformacao de viga no modelo de Euler-Bernoulli. ...............cccccuvvininnnnne 15
Figura 2 - Exemplo de viga sujeita a um carregamento distribuido........................... 18
Figura 3 - Recorte e ampliacdo do trecho CC' da Figura 2 ..........ccoovvvvviiiiiiiieeeeennnns 18
Figura 4 - Viga biengastada .............oiiiiiiiiiiiiecis e 21
Figura 5 - ESTOrGO COMANTE .......uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e 23
Figura 6 - MOMENTO fIELOK ........uuiiiiiiiiiiii e 24
1o T L= A ] o SRR 24
FIgura 8 - DeSIOCAMENTO ........ccoveiiiiiiiie e e e e e e e e e e eeaanes 24
Figura 9 - Modelo para a PasSarela...............uueuuuuiieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeee 25

Figura 10 - Passarela: graficos da cortante, momento fletor, rotacdo e deslocamento
VL] X[ | PP 25
Figura 11 - Modelo para a passarela com rotula...............cccceeevieieiiiiiiiiiiii e, 26

Figura 12 - Passarela com rétula: graficos da cortante, momento fletor, rotacdo e

(o [=2S (oTo= T g 1T o] (o M7= o> | NP 26
Figura 13 - Tela inicial do FLOOI ..........ccoooiiiiiiiiie e 31
Figura 14 - Tela inicial do AC3 MEMDEIS ........ovuuiiiii i eeaaans 32
Figura 15 - Tela de inserscéo de dados da calculadora online — Exemplo inicial .....33
Figura 16 - Tela de resultados para os dados da Figura 13...............euvvemmiiiiniinninnnnne 33
Figura 17 - Tela inicial de insergcéo de dados da do VIGA Online .............ccccevvvvnnnnee 34
Figura 18 - Exemplo de estrutura isostatica a ser calculada..............ccccceeeeeiieeinnnnn, 34
Figura 19 - Diagrama de eSforco Cortante............ccoooeeeviiviiiiiiii e, 35
Figura 20 - Diagrama de momento fletor............uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 35
Figura 21 - Interface do IFESTRUT ........uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeeeeeeeeeee 37
Figura 22 - FUNGOES dO IFESTRUT ...euiiiiiiiieie e e e eeenees 38
Figura 23 - Exemplo da tela com os resultados a partir da estrutura da Figura 13 ...39
Figura 24 - Fluxograma — Célculo da estrutura - Parte 1 ...........cccccuvvvvvivinniniennninnnnnne 40
Figura 25 - Fluxograma — Célculo da estrutura - Parte 2 ............ccccuvvvvvvimninnnnnnnnnnnnns 41
Figura 26 - Fluxograma do diagrama de Cortante..........ccccoeeevveiiiieieiiiin e, 42
Figura 27 - Fluxograma do diagrama de Gir0............ceeeveiiiiiieiiiiiiiieeeeie e, 43
Figura 28 - Fluxograma do diagrama de Deslocamento .................eevvevieimmeiieninnnnnnnns 43
Figura 29 - Fluxograma do RelatOrio..............uuuuuuiumiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieenieeeeeeeiiiaeees 43

Figura 30 - Fluxograma do Sistema Global...............ccoooiiiiiiii e, 44



Figura 31 - Relatorio PDF da analise de vigas por Euler-Bernoulli - Exemplo 1 ....... 45

Figura 32 — Diagrama de Momento Fletor - Exemplo 1 - Ftool...........cccccceeeviieiinnnnns 52
Figura 33 — Diagrama de Esforgo Cortante do Exemplo 1 - Ftool..............ccccvvvveneeee 52
Figura 34 — Diagrama de Giro do Exemplo 1 - FtOOl ..............uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiene 53
Figura 35 — Diagrama de Deslocamento do Exemplo 1 - Ftool..........cccccceeeviieeiennnnns 53
Figura 36 - Relatorio PDF da analise de vigas por Euler-Bernoulli - Exemplo 2 ....... 59
Figura 37 - Momento Fletor - EXemplo 2 - FLOOI..........uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 67
Figura 38 - Esforgo Cortante do Exemplo 2 - FtoO!l .............uuviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 67
Figura 39 - Giro do EXemplo 2 - FLOO! .......coovviiiiiii e 68
Figura 40 - Deslocamento do Exemplo 2 - FtOOl...........oooovviiiiiiiiiiieeecee e, 68
Figura 41 - Relatorio PDF da andlise de vigas por Euler-Bernoulli - Exemplo 3 ....... 69
Figura 42 - Momento Fletor - EXemplo 3 - FLOOI..........uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 78
Figura 43 - Esforco Cortante do Exemplo 3 - FtOOl ............ceiiiiiiiiiiiiiiie e, 79
Figura 44 - Giro do EXemplo 3 - FLOO! ......ccoovriiiiiii e 79
Figura 45 - Deslocamento do EXemplo 3 - FLOOI ...........ooocciiiiiiiiiii e 80
Figura 46 - Relatorio PDF da andlise de vigas por Euler-Bernoulli - Exemplo 4 ....... 81
Figura 47 - Momento Fletor - ExXemplo 4 - FtOOl...........ooovvviiiiiiiieeeieecee e, 91
Figura 48 - Esforco Cortante do Exemplo 4 - FtoOl ............cceeiiiiiiiiiiiiiiec e, 91
Figura 49 - Giro do EXemplo 4 - FLOO! ........ooovimiiiiii e 92
Figura 50 - Deslocamento do EXemplo 4 - FLOOl ............uuuviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 92
Figura 51 - Relatorio PDF da andlise de vigas por Euler-Bernoulli - Exemplo 5 ....... 94
Figura 52 - Momento Fletor - Exemplo 5 - FtOOl...........oooviiiiiiiiiiiiee e 103
Figura 53 - Esforco Cortante do Exemplo 5 - Ftool ...........cccooiiiiiiiiiiiiiii e 103
Figura 54 - Giro do EXemplo 5 - FtOO ..........uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 104
Figura 55 - Deslocamento do Exemplo 5 - FLOOl ... 104
Figura 56 - Relatorio PDF da analise de vigas por Euler-Bernoulli - Exemplo 6 .....106
Figura 57 - Estrutura do EXemplo 6 - FLOOl .........cccoooiiiiiiiiiiiiii e 119
Figura 58 - Momento Fletor - EXemplo 6 - FLOOI............uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 120
Figura 59 - Esforgo Cortante do Exemplo 6 - FtOO!l .............ueviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 120
Figura 60 - Giro do Exemplo 6 - FtOOl .........c..uviiiiiiiiii e, 121

Figura 61 - Deslocamento do Exemplo 6 - FtoOol ............ccoooeiiiiiiiiiiii e, 121



ABNT
CAD
CNPq
CTICM
HTML
IFSP
NEVE
PDF

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Associagao Brasileira de Normas Técnicas

Computer Aided Design (Projeto Auxiliado por Computador)
Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico
Centre Technique Industriel de la Construction Métallique

HyperText Markup Language (Linguagem de Marcacéo de Hipertexto)
Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia de Sao Paulo
Nucleo de Engenharia Virtual e Experimental

Portable Document Format (Formato Portatil de Documento)



< o 0 220 US>

LISTA DE SIMBOLOS

modulo de elasticidade longitudinal do material da viga
momento de inércia da secdo transversal da viga

area da secao transversal

comprimento da viga

altura da viga

carga pontual

carga distribuida

momento fletor

esforco cortante

giro

deslocamento transversal



SUMARIO

1 INTRODUGAOD ...ttt ena, 13
1.1 OBUIETIVOS ..ot e e e et e e e e e eanaaees 13
3 I O @ T o] 11 1Yo T 1= = | S 13
1.1.2  ODbJetivVOS ESPECITICOS ...uvuuiiiiieeiiiiiiice e e e e 13
1.2 JUSTIFIC ATV A e e e eeaas 14
2 REVISAO BIBLIOGRAFICA ..., 15
2.1 TEORIA DE VIGAS DE EULER-BERNOULLI.........cvviiiiiiieiiiiiiiiiiiecee e 15
2.1.1 Exemplos numéricos de Bittencourt (2003)........cccceeeeiriieiiiiiiiiiieeee e, 21
2.1.1.1 Exemplo 1 - Adaptado de Bittencourt (2003, p. 20).......cceeeeiieieiiiiiiiieeeeeeeen, 21
2.1.1.2 Exemplo 2 - Adaptado de Bittencourt (2003, p. 26)........cooeeeeeeeiiieiiiieiieeeeen. 25
2.1.1.3 Exemplo 3 - Adaptado de Bittencourt (2003, p. 28).......ccevvviiieiieeeereiiiiinnnnnn. 26
2.2 FERRAMENTAS DE PROGRAMAGCAOQO UTILIZADAS ......ccoeoveeveeeeeecieeneee, 27
22 N o T 11/ 27
2.2.2  JAVASCIIPE oo 28
2 T (0] (=T o = T o PSS 29
2.2.4  PDFMAEKE ..ottt a e 29
2.2.5  CANVAS ...t e e e e e e e e e e ern e aaee 30
2.3 PROGRAMAS DE COMPUTADOR EXISTENTES .......ccoii e, 30
220 00 R (o T | P 31
2.3.2  A3C MEMDEIS ... 31
2.3.3 Calculadora de Vigas Online para Esfor¢os EIasticos................cceevvvvvvvnnnnn. 32
P B S VA € N @ 1 =P 34
3 METODOLOGIA ...ttt e e e e e e e e e e e e e eeeeeees 36
4 RESULTADOS. ...ttt ettt et e e e e e e e e e e e e e e e e nnnnenees 37
4.1 Programa base: IFESTRUT ......ccoooiiiiiiiiie e eeeaens 37
4.2 MODULO DE VIGAS POR EULER-BERNOULLI (OBJETO DESTE
LR YA = S - [ ) U 39
4.3 Fluxogramas dos algoritmos implementados..........ccccooeevevviiiieiiiine e, 40
4.4 Relatérios gerados E VALIDACAO DO MODULO DE PROGRAMA............ 44
5 CoNSIAEragies FINAIS ......uuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 55

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ..o oottt 56



APENDICE A - EXEMPLOS DE ESTRUTURAS E RELATORIOS

GERADOS. ..ottt e e e e e e ettt e e e e e e e eeaas 58
A.l - Exemplo 2 — Resultado.............cooovviiiiiiiiiiiiiiieeeeeee 58
A.2 - Exemplo 3 — Resultado............cceeviiiiiiiiiiiiiiiieee 68
A.3 - EXemplo 4 — ReSUIAdO..........cooviiiiiii e 80
A.4 - EXemplo 5 — RESUIAUO.........cooviiiiiiii e 93

A.5 - Exemplo 6 — Resultado...........cccccevviiiiiiiiiiiiiiiieeee 105



13

1 INTRODUCAO

Muitos softwares, a exemplo do Ftool, de Martha (2017) - programa de anélise
estrutural - sdo amplamente utilizados tanto por profissionais quanto por professores,
no setor académico. Entretanto, apesar de sua ampla utilizacdo, eles apresentam, em
sua maioria, apenas os resultados finais daquilo que foram solicitados, ou, quando
mostram o método de resolugdo, se limitam a esclarecer apenas partes do processo.

Por causa disso, o Nucleo de Engenharia Virtual e Experimental (NEVE),
grupo de pesquisa cadastrado no CNPq, tem se empenhado em desenvolver paginas
na internet a fim de realizar célculos de Engenharia Civil, mas com um diferencial
singular - apresentar todo o desenvolvimento desses calculos e gerar um arquivo em
PDF em que todo o passo a passo é explicitado; ademais, é apresentado um resumo
da teoria tomada por base para sua efetuacéao.

Neste trabalho, é exposto o desenvolvimento de um mddulo de um software
ja existente que trata da andlise de estruturas lineares planas. Tal modulo visa a
analise estrutural de vigas horizontais (isostaticas ou hiperestaticas), valendo-se, para
tanto, da teoria de vigas de Euler-Bernoulli (comumente conhecida como Teoria de

Vigas Cléssica), descrita ha fundamentacao teodrica.

1.1 OBJETIVOS
1.1.1 OBJETIVO GERAL

Este projeto teve por finalidade desenvolver um modulo de programa que
realiza a andlise de vigas (isostaticas ou hiperestaticas) por meio da teoria de vigas
de Euler-Bernoulli. Além disso, fazendo jus ao sui generis do Nucleo de Engenharia
Virtual e Experimental (2015), ele também apresenta em PDF o detalhamento de todo
o processo de célculos a fim de que, dessa maneira, alunos, professores e

profissionais possam utiliza-lo conforme sua necessidade.

1.1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

As etapas desse desenvolvimento foram divididas em:
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e Estudo abrangente, com exemplos, dos conceitos tedricos supracitados;

e Implementacdo de rotinas computacionais acerca da analise de vigas via Euler-
Bernoulli permitindo, assim, a aplicacdo dessas teorias para calcular e mostrar
os diagramas de momento, cortante e deslocamentos de vigas isostaticas ou

hiperestaticas;

e Desenvolvimento de rotinas computacionais a fim de gerar um relatério em PDF

contendo, além da resolucdo numerica, o raciocinio utilizado durante a analise;

e Viabilizar, de modo on-line, o0 moédulo do programa, visando ao auxilio de
alunos, profissionais e professores no estudo como também na metodologia de

ensino.

1.2 JUSTIFICATIVA

Um projeto estrutural de qualidade precisa estar baseado em uma eximia
andlise estrutural, pois sabe-se que os calculos realizados para o dimensionamento
advém dessa andlise. Portanto, € imprescindivel ter um conhecimento refinado dos
deslocamentos e esforcos solicitantes e saber o comportamento da estrutura ante
eles.

Tendo isso em vista, 0 modulo de software desenvolvido neste trabalho foca
em fornecer conteddo para que o estudo das estruturas se torne ainda mais
rebuscado. De posse do arquivo em PDF, o interessado estard a par de todo o
processo de equacles que resultou nas informacdes apresentadas pelo software,
acerca da analise estrutural de vigas via Teoria de Euler-Bernoulli, ap6s a insercéo da

estrutura em sua area de desenho.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1 TEORIA DE VIGAS DE EULER-BERNOULLI

Conforme Proenca (2018), a teoria de vigas de Euler-Bernoulli (comumente
conhecida como Teoria de Vigas Classica), desenvolve a andlise estrutural de vigas.
Por desprezar o cisalhamento da secéo transversal, considerando apenas o efeito da
flexdo, essa teoria é também chamada de teoria de flexdo pura. Em vigas longas, os
resultados fornecidos para a deformacéo sao satisfatorios, no entanto o0 mesmo nao
ocorre para vigas curtas. Para melhor compreensao, segundo Beer et al. (2011), na
pratica, admite-se por curta a viga cuja relacéo altura (h) por comprimento (L) é maior
que 0,1 (h/ L> 0,1).

Proenca (2018) cita que, na teoria de vigas de Euler-Bernoulli, o modelo
proposto supde que o movimento de deformac&o que ocorre em uma viga submetida
a flexdo ndo altera a geometria das sec¢des, que sdo planas originalmente (secdo que
passa por M e P na Figura 1); ou seja, essas sec¢des continuardo a ser planas e
ortogonais ao eixo da viga mesmo apos estarem deformadas (secdo que passa por

M’ e P’ da figura 1), ndo importando a distancia longitudinal da extremidade.

Figura 1 - Deformacéo de viga no modelo de Euler-Bernoulli.

E T e i
| | e
|

Fonte: Adaptado de Proenca (2003, p. 98

Segundo Proenca (2018), para as componentes vertical e horizontal de um
vetor deslocamento “d” em um ponto P qualquer da viga (observe na figura 1), advém

dessa hipotese as relagdes (1) e (2) e (3):

V(X) =V, (X)-y+Yy*cosd 1)
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V(X) =V,(X) - y*(1—-cos0) (2)
u(x) =—y*sené (3)

Em que (reveja na Figura 1):

VO(X) € o deslocamento de um ponto M, no eixo longitudinal da viga, até M’;

v(x) é o deslocamento de um ponto P, a uma distancia “y” de M qualquer até P’;
6 é o angulo em que a secao transversal gira em torno do ponto M, que se confunde
com v'(x) naquele ponto;

u(x) € o deslocamento horizontal do ponto P’.

Posto que a Resisténcia dos Materiais trabalha com pequenos giros e
deformagbes nas aplicacbes da Engenharia Civil, Proenca (2018) comenta que o
angulo 6 é deveras pequeno e, desse modo, podem-se fazer algumas simplificacdes

como: coséd =1 e send =tgd = 0. Logo, chega-se as equagoes (4), (5), (6) e (7):

V(X) = VO(X) (4)

u(x)=—y*ée (5)

u(x) =-y*v'(x) (6)

u(x) = —y*? (7)
X

Segundo Proenca (2018), conforme ilustrado na figura 1, um giro ¢ horério da
secdo reflete em um deslocamento u em x para a esquerda; por isso ha o sinal
negativo na equacao.

Da Resisténcia dos Materiais, € sabido que as deformacfes lineares e a
deformacdo angular equivalem as equacoes (8), (9) e (10), de acordo com Proenca
(2018):

du

= ax ©
dv

&y = 9)

a
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du dv
= - (10)

yxy_d_erdx

Posteriormente, o autor ainda exibe as componentes de deformacdo na

equacdao (11) (que vém da combinacéo das equacdes 4, 7, 8, 9 e 10):

La%v(x)
5] |7 Tae
g,(x) = 0 (11)
Ay (X) 0

Ainda analisando Proenca (2018), percebe-se que a lei de Hooke detalha a

relacdo tensdo-deformacdo no regime elastico-linear conforme apresentado nas
equacdes (12) e (13). Esta ultima vem da componente &, da equacdo (11) aplicada

na equacgao (12).

o,=E*¢ (12)

L d2v(x)

o =E*
X y dx?

(13)
O mesmo autor cita que o equilibrio estatico deve ser alcancado; posto isso,
as tensdes normais 0, devem gerar um momento resultante na secédo equivalente ao

momento fletor calculado em funcdo do carregamento externo de flexdo (M).

Explicitando matematicamente, tem-se a equacéao (14):
M = —j o, *ydA (14)

Unindo-a a lei de Hooke, conforme apresentada na equacao (13), resulta-se

a equacao (15):
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Ld2v(x)

M=E >
dx

j y2dA (15)

Na Resisténcia dos Materiais, € conhecido que a integral existente na

equacao (15) resulta no momento de inércia de area da secéo (). Posto isso, forma-

se a equacgao (16):

d2
M = E*|* d‘;(zx) (16)

De modo correlato, Beer et al. (2011) desenvolve as equacdes em sequéncia

supondo que haja um trecho de viga sujeito a carregamento distribuido q(x):

Figura 2 - Exemplo de viga sujeita a um carregamento distribuido
q(x)

1 LA

Al [
4= ¢ [ D :\&B:
T

Fonte: Adaptado de Beer (2011, p. 790)

Selecionando a parte CC’ da viga e desenhando seu diagrama de corpo livre,

tem-se:

Figura 3 - Recorte e ampliacéo do trecho CC' da Figura 2
QoA
Ax
yUR:
q(x)

o FL] e

c cC

|_._~ Q+AQ

Ax

Fonte: Adaptado de Beer (2011, p. 790)
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Obs: Q é o esforgo cortante e M 0 momento fletor

Ao realizar o equilibrio de forcas verticais (com sentido positivo de for¢as para
cima), chega-se as equacdes (17) e (18):

Q-(Q+AQ)-q(x)*Ax=0 (17)
AQ =q(x)* AX (18)

Dividindo a equagéo (18) por Ax e considerando-o um elemento infinitesimal

dx, tem-se a equacao (19):

dQ _
o q(x) (19)

Continuando a andlise da figura 3 e fazendo o equilibrio de momentos,
chegou-se ao seguinte equacionamento (com o sentido positivo para momento anti-

horério).

qO)*Ax:

(M +AM) =M —Q*Ax+ 0 (20)

q(x)*AxX

AM =Q*Ax (21)

Mais uma vez, dividindo a equagdo (21) por Ax e considerando-a num

elemento infinitesimal dx, tem-se que:

dM _ ~  g(x)*dx 29
Fazendo a consideracdo de que dx tende a zero, o resultado é este:
M
aM _ 5 (23)

dx
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A seguir, Beer et al. (2011) apresenta algumas anadlises feitas a partir das
equacOes deduzidas acima. Primeiramente, correlacionam-se as equacoes (19) e
(23):

Qe M_g M _
oA e =0 =q(x) 24)

Em seguida se faz uma relacéo entre M e Q (equacdes (16) e (23)):

d®v(x) dM dv(x)
M=E*I*——+e¢ —= =E*I*
dx’ dx Q=Q dx® (25)
Concluindo, une-se a equacao (19) com a (25):
dQ d’v(x) d*v(x)
—=q(x)eQ=E*I*——/—= X)=E*I*———
—==0()eQ ) i (26)

Desse modo, Proenca (2018) mostra que € possivel integrar sucessivamente

as equacoes (19), (23), (25) e (26), conforme apresentado a seguir:

N — 4 > Q =Ja(x)ax (@7)

dM B

W-Q—)M—dex (28)
w0V V() dv _

M =E* == S B _jlvldx (dx_e) (29)

E*1*v(X) = j A(x)dx (30)

Conforme Proenca (2018), quando houver descontinuidade das fungbes

q(x), M (x), Q(x), v(x) ou #(x), a viga devera ser dividida em trechos. Posto isso, 0s

€casos mais comuns decorrentes sao:

- Apoios intermediarios;
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- Acéo (forca ou momento) concentrada;

- Variacao da rigidez a flexao (E*1).

Com a divisdo em trechos, cada trecho tera 4 equacdes ((27) a (30) aplicadas
considerando as condicbes de contorno), recaindo-se num sistema global de

equacoes.

2.1.1 EXEMPLOS NUMERICOS DE BITTENCOURT (2003)
2.1.1.1 Exemplo 1 - Adaptado de Bittencourt (2003, p. 20)

A viga biengastada mostrada na Figura 4 devera ser construida com um

material que possui um modulo de elasticidade longitudinal (Young)
E =2,0x10°N /mm’® . A viga deve suportar uma carga uniformemente distribuida

0, =10.000N /M ao longo de um vao L = 5m. Por razées construtivas a seg&o

transversal de viga devera ser um retangulo com dimensdes Bx3B, tal como mostrado.
Para esta viga solicita-se: a) as equacdes e os diagramas de esforco cortante,

momento fletor, rotacdo e deslocamento vertical.

Figura 4 - Viga biengastada

-
.
=

da ]
//Jv Y & ' r’ .
iy —= - / 3B
-1 E¥| =cte 4
. - .
- L -

Fonte: Bittencourt (2003, p. 20)

a) Equacsio do carregamento: (X) = =0,

b) Condi¢bes de contorno



v(x=0)=0 v(x=L)=0
0(x=0)=0  O(x=L)=0

4
c) Integracao da equacéo diferencial: El d—:/ =-

dx Qo

e 12Integracgéo: forca cortante

d3v
El e =Q(X) =—qg,x+C,

e 22 |ntegragdo: momento fletor

d®v x?
EIW:M(X):—C‘O?‘FC:LX'FCZ

e 3%Integracao: giro

X X2
El6(x) =—q0€+Cl?+C2x+C3

e 42|ntegracdo: deslocamento transversal

4 3 2
X

Elv(x) =—q0%+ClE+C2X?+C3x+C4
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d) Determinacdo das constantes de integracdo considerando as condicbes de

contorno:

0* 0° 0?
EIV(O)=—qoﬂ+C1€+C2?+C30+C4=O—>C4=O

3 2

6’(0):—q0%+C1%+C20+C3:0—>C3=O

4 3 2 4 3 2
EIv(L):—qoi+cl%+cz%+C3L+C4:0—>—qoi+C1£ L



3 2

L
9('—) =—(Q, E

3

2

+ClLE+CZL+Cg=O—>—qo%+ClL?+CZL=O
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Resolvendo o sistema constituido das duas ultimas equacdes anteriores, tem-

se:

L2

L
Ci=07 eczz_%ﬁ

2

e) Equacgdes finais

o Forca cortante: Q(X) =—0,X + qog

X
e Momento fletor: M (X)=—Q,—+9,L——0,—
(X) =—0, > T b5~

3

e Rotacdo: EIH(X)=—QO%+QOLXZ—%

e Deslocamento: Elv(X)=—-q, —+09,L——0q,L

f) Diagramas finais

2

X4
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2

X

X3

12

12 %

12

LF

Figura 5 - Esforco cortante
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Fonte: o préprio autor por meio das equagdes do item f)



Figura 6 - Momento fletor

Mix)[M.m]
25000
20000
15000
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Fonte: o proprio autor por meio das equacdes do item

Figura 7 - Giro

Blrad]
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Fonte: o préprio autor por meio das equacdes do item

Figura 8 - Deslocamento

v(x)[mm]
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Fonte: o proprio autor por meio das equacdes do item f)
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Para validacdo, este exemplo tem seus resultados gerados pelo programa

objeto deste trabalho no item 4.4.

2.1.1.2 Exemplo 2 - Adaptado de Bittencourt (2003, p. 26)

A Figura 9 representa uma passarela de pedestres construida por partes pre-

trabalho.

moldadas unidas através de apoios. Tomando 0, =1000N /m, L1 =2,0m, L2 = 3,0m,

L3 = 5,0m, tem-se as equacdes finais para a cortante, momento fletor, rotacdo e
deslocamento vertical, estando os graficos ilustrados na Figura 10. Vale ressaltar que
a obtencdo das equacdes se deu de forma analoga aos calculos do Exemplo 1, sendo

gue as mesmas estao apresentadas no item A.1, geradas pelo programa objeto deste

Figura 9 - Modelo para a passarela

yr

i

L

YV

B_A

-—|_1—-—‘ ‘

L2 |

L3 |

Fonte: Adaptado de Bittencourt (2003, p. 27)
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Figura 10 - Passarela: graficos da cortante, momento fletor, rotacéo e deslocamento
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Fonte: Adaptado de Bittencourt (2003, p. 29)
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2.1.1.3 Exemplo 3 - Adaptado de Bittencourt (2003, p. 28)

A Figura 11 representa uma passarela de pedestres construidas por partes

pré-moldadas unidas através de apoios constituindo uma rétula. Tomando
0, =1000N /m, L1=1,5m, L2 =2,0m, L3=3,0m, L4 =3,5m e L5 = 5,0m, tem-se as

equacgOes finais para a cortante, momento fletor, rotacdo e deslocamento vertical,

estando os gréficos ilustrados na Figura 12.

Figura 11 - Modelo para a passarela com rotula

qo
Yy Yy Yy vy yvyYyv vy yy
A ) 4 —
B A _AF FANERY
4 / o~
> D F
— L1
-~ |7 —~
L3
L4
LS

Fonte: Adaptado de Bittencourt (2003, p. 27)

Figura 12 - Passarela com roétula: graficos da cortante, momento fletor, rotacao e
deslocamento vertical
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Fonte: Adaptado de Bittencourt (2003, p. 30)
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As equaces dos esforcos e deslocamento estdo apresentadas no item A.2,

geradas pelo programa objeto deste trabalho.

2.2 FERRAMENTAS DE PROGRAMACAO UTILIZADAS

Foram ferramentas essenciais para o desenvolvimento do moédulo de
programa apresentado neste trabalho as linguagens HTML e JavaScript, o software
NotePad++ (disponivel em Ho (2021)) e a biblioteca JavaScript Pdfmake (2021). Além

disso, os trabalhos exigiram programacédo de desenhos numa tela grafica (canvas).

2.2.1HTML

Lemay (2002, p. 43, grifo nosso) declara que “HTML é a abreviagdo de
Hypertext Markup Language (Linguagem de Marcacdo de Hipertexto)’. A autora
também elucida o fato de que, como essa linguagem tem origem na SGML (Standard
Generalized Markup Language, Linguagem de Marcacédo Generalizada Padrao), ela
apenas descreve a estrutura de um documento.

N&o obstante, Flatschart (2011, p. 21) acrescenta que “HTML é a principal
linguagem utilizada na web”. Uma vez utilizada, ela permite que os documentos sejam
estruturados em paragrafos, links, titulos, tabelas, listas, formularios e em diversos
outros elementos que permitem a insercédo de objetos, como imagens ou videos.

Segurado (2016, p. 14) explica que a linguagem HTML “é formada por textos
e codigos especiais conhecidos como marcas ou tags”, por isso chama-se assim.
Ademais, Flatschart (2011) acrescenta que essas tags sdo delimitadas pelos sinais
<> e </> e que sao elas “que identificam a funcéo e o conteudo de cada elemento da
linguagem”.

A linguagem HTML possui um conjunto definido de tags e, quando utilizadas,
possibilita a rotulacdo de diferentes partes da pagina, estruturando, portanto, o
documento - acrescenta Lemay (2002). A autora da exemplos de algumas das tags
existentes, listadas a seguir, que produzem diferentes efeitos no navegador e revela

que nao é permitido a criacao de tags proprias.
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e Tags para estrutura geral da pagina: <html>, <head> e <body>;

e Tags para titulos, cabecalhos e paragrafos: <title>, <hl> a <h6> e <p>,

respectivamente;
e Tags para comentarios <!-...->;

e Tags para listas: <ol>, <ul>, <li>, <dt> e <dd>

Segurado (2016, p. 2) ressalta que, na pratica, ndo ha obrigatoriedade em
compilar dados, pois “as linhas de cédigo HTML s&o interpretadas por um navegador
que apresenta o resultado final ao usuario”.

Para concluir, Flatschart (2011) instrui que, para aumentar a interatividade
com o usuario, pode-se incluir no HTML outras linguagens, como o JavaScript (secéo
2.2.2).

Posto isso, vale ressaltar que o site do IFSP - Campus Votuporanga possui
uma pagina da internet (http://vtp.ifsp.edu.br/nev/) em que todos os programas do
grupo de pesquisa, com interfaces programadas em HTML, sédo hospedados, inclusive
o IFESTRUT, que é o programa base do mdédulo apresentado neste trabalho.

A facilidade de utilizacdo da linguagem HTML foi crucial para sua escolha,
uma vez que seu acesso depende apenas de um software de navegagdo com acesso

a internet instalado em um computador.

2.2.2 JAVASCRIPT

JavaScript, segundo Flatschart (2011, p. 23), é “uma linguagem de
programacao que pode ser incorporada diretamente em paginas HTML com a fungéo
de adicionar mais interatividade”;

Complementando-o, Segurado (2016, p. 67) afirma que JavaScript € “uma
linguagem de alto nivel, dinAmica e conveniente para estilos de programacao
orientados a objetos”. Ela é considerada pela autora como uma das linguagens de
programacao mais importantes da atualidade devido a sua ampla utilizacdo em sites
modernos.

Segurado (2016, p. 67) afirma que, em JavaScript, “todas as palavras devem
ser sempre digitadas com a composi¢ao compativel de letras”. Isso ndo ocorre na

linguagem HTML, uma vez que essa néo diferencia letras maiusculas de minusculas.
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Ainda conforme Segurado (2016), as instrucbes classificadas como
condicionais (por exemplo, if e switch) estabelecem uma condicéo e, segundo o valor
de uma expressao, o interpretador pode rodar ou ignorar outras instrugbes. Por sua
vez, as instrucdes consideradas como lagos (por exemplo: while e for) processam
outras instrucdes por vezes repetidas. Ha ainda os saltos (como break, return e throw)
gue sao as instrucdes que fazem o interpretador pular para outra parte do codigo.

Para dar funcionalidade ao programa, a escolha da linguagem JavaScript
ocorreu pelo fato de os orientadores do grupo estarem mais habituados a ela. Além
do mais, todos os outros websites do grupo de pesquisa também se valem do

JavasScript.

2.2.3 NOTEPAD++

O NotePad++ (disponivel em Ho (2021)) é um editor de cédigo fonte para os
desenvolvimentos e sua escolha ocorreu pelo fato de o programa ser gratuito e de

facil compreensao.

2.2.4 PDFMAKE

O relatério PDF gerado pelo programa apresentado neste trabalho recorre a
biblioteca JavaScript Pdfmake (2021), por meio da qual arquivos PDF podem ser
gerados e abertos diretamente no navegador. Utilizando esta biblioteca, € possivel a
criacdo, dentro do arquivo em PDF, de tabelas, titulos, paragrafos, colunas, bem como
um espaco para desenho préprio.

Contrapondo o que ocorre com JavaScript, ndo € possivel a insercéo de textos
dentro do espaco de desenho. Para resolver essa questdo, por meio das coordenadas
da folha, podem ser inseridos os textos sobre o desenho, sem qualquer vinculo entre
eles. Além do mais, faz-se necessario relevar o fato de que, quando o desenho dentro
do espaco de desenho é maior que o espaco disponivel na pagina, o Pdfmake (2021)
gera uma quebra de pagina automatica.

Assim sendo, pode haver uma desconexao entre os textos e o desenho, haja
vista que os textos ndo acompanham esta quebra. Uma solucdo € iniciar todos os
desenhos dentro do PDF apdés uma quebra de pagina forgcada anteriormente

englobando textos e espaco de desenho (secédo 2.2.5).
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2.2.5 CANVAS

CANVAS é um termo inglés que significa “tela grafica”. Segundo Sousa
(2013), no ano de 2004, a Apple necessitava de uma modernizacdo no navegador
Safari e, haja vista essa necessidade, esse conceito surgiu possibilitando ao
navegador desenhos graficos. O grupo WHATWG (Web Hypertext Application
Technology Working Group) padronizou este conceito “como proposta de
especificidade para novas tecnologias na web”, ainda segundo o Sousa (2013).

Ademais, o autor explica que, no objeto CANVAS, o uso de plug-ins de
interpretacdo (ou ferramentas externas) ndo se faz necessario, uma vez que, por meio
da anexacdo de um elemento de marcacdo (tag), de mesmo nome chamado
<canvas>, em um documento HTML, a apresentacdo da composicdo grafica gerada
ocorre diretamente no navegador de internet.

Conquanto, Sousa (2013, p. 15) ressalta que a inser¢cdo de apenas uma tag
<canvas> em um documento HTML5 (convencao padrao atual para desenvolvimento
de interfaces web) “exibira apenas um retangulo de cor sélida, com largura e altura
definidas como atributo da tag”.

Desse modo, Sousa (2013, p. 18) acrescenta que, para haver a incorporagéo
de imagens, animacdes, videos, efeitos e textos no objeto CANVAS, faz-se necessario
a utilizacdo da linguagem JavaScript, posto que ela é “a linguagem de programagao
com suporte sobre o contexto 2D do objeto CANVAS e gera um padrdo grafico de
modo imediatamente interpretado e de alta performance”.

Observa-se ainda que o espaco de desenho que pode ser gerado em um
arquivo PDF por meio da biblioteca PDFmake (2021) também é criado com os

mesmos conceitos canvas.

2.3 PROGRAMAS DE COMPUTADOR EXISTENTES

No ramo da Engenharia Civil, ha varios programas disponibilizados pelo
mercado que realizam calculos de estruturas. No entanto, como citado anteriormente,
nao € comum o detalhamento do passo a passo do memorial de célculos completo. A
seguir sdo elencados alguns programas dentro da area de resolu¢cdo do modulo de

programa apresentado neste trabalho.
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2.3.1 FTooL

O Ftool, de Martha (2017), € um software que realiza analise de estruturas
lineares planas por meio do método de elementos finitos. Por ser desenvolvido na
PUC-RIO por Luis Fernando Martha, seu intuito € servir como software educacional.
Porém, devido ao seu desempenho, o software também € amplamente utilizado por
profissionais de Engenharia Civil.

As analises apresentadas no software exibem relatérios graficos de
deslocamentos, momento fletor, for¢cas axiais e esfor¢cos cortantes. Além disso, ele
possui uma biblioteca de perfis — contendo, inclusive, bitolas da Gerdau, que sdo muito
aplicadas no pais. Entretanto o software ndo realiza o dimensionamento. Ademais, o
Ftool também nao apresenta o relatério de desenvolvimento de calculos do Método
dos Elementos Finitos. Na Figura 13, apresenta-se a tela inicial do Ftool com uma

estrutura desenhada.

Figura 13 - Tela inicial do Ftool com uma estrutura desenhada.
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Fonte: Ftool, de Martha (2017).

2.3.2 A3C MEMBERS

O A3C Members, segundo AECweb(2021), desenvolvido pela CTICM (Centre
Technique Industriel de la Construction Métallique), € um programa utilizado para

fazer andlise e o dimensionamento de barras simples metéalicas submetidas a esforgos
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distribuidos ou pontuais. Esse programa utiliza como base as normas do Eurocodigo
3, que possuem algumas diferencas em relacdo a norma NBR 8800.

O software ndo mostra relatorio detalhado de calculos e nem a metodologia,
mas apenas apresenta os resultados da analise realizada.

Figura 14 - Tela do AC3 Members
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Fonte: O Calculista de Ago (2017)

2.3.3 CALCULADORA DE VIGAS ONLINE PARA ESFORCOS ELASTICOS

Segundo ENGIOBRA [entre 2013 e 2019], o programa foi desenvolvido pelo
engenheiro Ricardo Rodrigues e consiste em uma calculadora, disponibilizada
gratuitamente on-line, que possibilita ao usuario calcular os esforcos elasticos
contidos em uma viga com o limite de 3 combinacGes de vinculacdo: biapoiada,
biengastada ou engastada-apoiada. Ndo h&a a possibilidade de o usuéario desenhar
uma estrutura livremente, mas ha apenas a possibilidade de que haja a insercéo de

dados com limites predeterminados pelo préprio software.
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Figura 15 - Tela de insercao de dados da calculadora online — Exemplo inicial

Condigées de Apoio*
Encastrada - Encastrada
Tipo de Carga*

Caso 1

q (kN/m)

3,5

CALCULAR

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o software.

O software, conforme a Figura 16, ndo apresenta os diagramas de esforcos
nem possibilita gerar relatério, mas apresenta apenas as reacdes de apoio e maximo

esforco de momento fletor.

Figura 16 - Tela de resultados para os dados da Figura 15

Resultados do calculo

M1 - Momento fletor no apoio 1

-7.291666666666667kKN.M

M2 - Momento fletor no apoio 2

-7.291666666666667kN.mM

Mmax - Momento fletor no maximo

3.6458333333333335kN.m

R1 - Reacdo no Apoio 1

8.75kN
R2 - Reacédo no Apoio 2

8.75kN

Voltar

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o software.
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2.3.4 VIGA ONLINE

O VIGA Online é um software desenvolvido pela equipe do site Aprender
Engenharia [201-] e € disponibilizado gratuitamente on-line. Esse programa permite a
realizacdo de calculos das reacfes de apoio, do esfor¢o cortante e do momento fletor
de vigas isostaticas. Nas Figuras 17 a 20, apresenta-se um exemplo de analise de

viga utilizando o programa.

Figura 17 - Tela inicial de insercéo de dados do VIGA Online

Dados da Viga

Comprimento: m

Adicionar Apoio

Adicionar Carga

Limpar

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o software.

Figura 18 - Exemplo de estrutura isostatica a ser calculada
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o software.




Figura 19 - Diagrama de esforcgo cortante
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Gréfico
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o software

Figura 20 - Diagrama de momento fletor
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o software
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3 METODOLOGIA

Considerando-se "viga” como um elemento estrutural linear horizontal
submetido ao esforco fisico de flexdo, neste trabalho, para as acdes, séo
contempladas cargas pontuais, distribuidas e momentos concentrados. Nao obstante,
também sdo véalidas combinagfes entre elas.

Este trabalho insere-se como um médulo do programa IFESTRUT, que é um
software on-line de base CAD ja existente criado por Santos Junior, Lopes e Nirschl
(2016); nele é que sao desenhados a viga, os vinculos e as cargas. Apos 0s desenhos,
sdo processados os calculos escolhendo o mdédulo conveniente. Na elaboracdo do
maddulo aqui apresentado, a edi¢do do codigo € dividida em trés etapas, 0 que visa a
facilitacdo da programacao.

Primeiramente, foi criada a interface de saida do médulo. Para a interface de
saida dos dados utilizou-se a linguagem HTML, que pode ser estudada em W3schools
(1998), no padrao da interface do programa base IFESTRUT - disponibilizado de
modo on-line. Para a implantacdo dos algoritmos de célculos, foi usada a linguagem
JavasScript, explicitada na secao 2.2.2, e, finalmente, para a geracao do relatério PDF,
o0 codigo foi criado utilizando-se a biblioteca de fun¢des JavaScript PDFmake (2021).

Os codigos dessas trés etapas foram desenvolvidos no Notepad++, disponivel
em Ho (2021), um programa gratuito. A ultima etapa foi a fase de testes, para a qual
foi usado o navegador de internet Google Chrome. Os testes visaram a abranger o
maior nimero possivel de combinacdes entre acdes e vinculos a fim de pdr em prova
a teoria apresentada.

A fim de validar o moédulo aqui desenvolvido, optou-se por realizar a

conferéncia dos diagramas de esfor¢cos com o supracitado software Ftool.
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4 RESULTADOS
4.1 PROGRAMA BASE: IFESTRUT

O IFESTRUT?, que é um programa que possui uma area com comandos tipo
“CAD”, esta disponibilizado on-line e possibilita o desenho de qualquer estrutura linear
com carregamentos e vinculos. O IFESTRUT foi criado por Santos Junior, Lopes e
Nirschl (2016) dentro do grupo de pesquisa NEVE, do qual este trabalho faz parte, e
foi usado para abarcar o médulo desenvolvido e apresentado neste trabalho.

E na area de desenho (Figura 21) que o usuario desenha a estrutura bem
como suas peculiaridades: arquétipo, comprimentos, a¢des, vinculos e caracteristicas

fisicas (M6dulo de Elasticidade, Momento de Inércia e Area da Secdo Transversal):

Figura 21 - Interface do IFESTRUT
GTranslate: https:/gtranslate.io/ &t §== I il ws ==
[ Select Language v|

| BB

X Desenhe barras (primeiro botdo acima desta tela, a esquerda), depois coloque acdes e vinculos S A T SR EE
Terminado o desenho, escolha uma das funcdes pelo botdo abaixo desta tela P -

y

10000 N/m A3

THE 03 I3 T TIITIIIITEIELTEILT TS

¥
SUBSTITUIR EM UMA BARRA

T&TF
[TLTH

SUBSTITUIR EM TODAS AS BARRAS

Fonte: O préprio autor utilizando o programa desenvolvido.

1 Disponivel em Nucleo de Engenharia Virtual [2016].
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A insercdo das estruturas pode ocorrer de duas maneiras distintas:
desenhando-a na tela em branco ou inserindo um arquivo previamente pronto clicando
no botdo ABRIR (Figura 21).

O desenho da estrutura se da configurando as caracteristicas fisicas das
barras (a direita, na Figura 21) e, feito isso, clicando no botdo com o simbolo de lapis
e determinando os comprimentos das barras.

A determinacéo do comprimento das barras é feita, inicialmente, clicando na
area do desenho, entdo aparecera o primeiro ponto (né 0). Posteriormente, para o
desenho dos préximos nds, ira aparecer, ao lado do bot&o “VINCULO”, uma caixa de
texto para escrever as suas coordenadas relativas (em que o ponto € o separador
decimal). N&o obstante, o usuario pode optar por clicar num segundo ponto
diretamente na tela.

Apos isso, é feita a inser¢éo dos vinculos por meio do botdo “VINCULO”, em
gue estdo disponiveis os diferentes tipos a serem escolhidos pelo usuario. Por
conseguinte, apos os vinculos, faz-se a insercdo das a¢fes sob as quais a estrutura
esta submetida — elas se encontram no icone “ACOES”. Por fim, conforme o exemplo
da Figura 20, a estrutura esta pronta para ser calculada — restando apenas clicar no
botdo “FUNCOES” ao final da pagina e escolher a opgéo “VIGA POR EULER”, o

modulo aqui apresentado, conforme a Figura 22 a sequir:

Figura 22 - Fungdes do IFESTRUT

10000 N/m
SAEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE IR

M~ M~

T

FUNGOES -

REDESENHAR
GRAU DE HIPERESTATICIDADE

ESFORGOS EM VIGA OU PORTICO ISOSTATICO

LINHA DE INFLUENCIA EM VIGA ISOSTATICA SEM ROTULA
LINHA DE INFLUENCIA EM VIGA ISOSTATICA COM ROTULA
VIGA SOBRE BASE ELASTICA

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

VIGA POR EULER-BERNOULLI

Fonte: O préprio autor utilizando o programa desenvolvido.

Nota-se a presenca de outros botbes — apresentados na Figura 21 - que

podem ser usados na tela de desenho, séo eles: “Exibir tudo” (para mostrar a estrutura
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toda na tela), “Zoom +” e “Zoom -” (para dar zoom na tela), “Pan” (para movimentar a
vista da estrutura), “OPCOES” (para alterar o tamanho da letra das propriedades das

barras), e “Apagar tudo” (para limpar a tela).

4.2 MODULO DE VIGAS POR EULER-BERNOULLI (OBJETO DESTE TRABALHO)

Tendo a entrada grafica do IFESTRUT fornecido todos os dados de entrada e
o usuario clicado na funcédo VIGA POR EULER, todos os célculos foram programados
em JavaScript conforme a teoria apresentada na revisdo bibliografica e os
fluxogramas do item 4.3. O programa realiza diversas etapas de calculos internamente
antes de apresentar os resultados em forma de gréficos, de acordo com o explicado
na metodologia deste trabalho.

Conforme a Figura 23, de imediato aparece o diagrama de momento fletor da
estrutura e, ao lado, estdo, além do botdo do momento fletor, mais trés botdes
referentes ao esfor¢o cortante, ao giro e ao deslocamento da estrutura.

Figura 23 — Exemplo da tela com os resultados a partir da estrutura da Figura 21
espacamento dos pontos nos diagramas (m):

MOMENTO ( N*m )
20833.333

\/ peslocamento: y (mm)
10416.667
iro: teta (rad)

omento: M (kN*m)

ortante: Q (kN)

GERAR RELATORIO

Utilize os botdes CD;@ES e POS. TEXTOS para ajustar os textos

- ) . SISTEMA GLOBAL
Clique em um ponto da barra para ver o valor (o espacamento dos pontos no diagrama interfere)

Fonte: O préprio autor utilizando o programa desenvolvido.

Ao clicar nos botbes brancos, aparecem os diagramas correspondentes e, ao
clicar no botdo vermelho, “GERAR RELATORIO”, abaixo dos brancos, é gerado um
relatorio de estudo — que é o propésito principal deste trabalho. Além desse botéao, ha

outro por nome “SISTEMA GLOBAL”, por meio do qual o usuario pode obter um
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arquivo .txt da tabela que contém toda a matriz aumentada do sistema global

calculado.

4.3 FLUXOGRAMAS DOS ALGORITMOS IMPLEMENTADOS

Apresenta-se, nas Figuras 24 a 30, os fluxogramas dos algoritmos
implementados no médulo de programa apresentado neste trabalho. Apés as referidas
figuras, faz-se uma breve descricdo de cada funcdo contida nos fluxogramas.
Ressalta-se que, a partir da escolha da funcédo VIGA POR EULER, todas as rotinas e

sub-rotinas foram desenvolvidas neste trabalho.

Figura 24 - Fluxograma — ap0s cligue na funcao VIGAS POR "EULER-BERNOULLI"
da Figura 22 - Parte 1

Escolha da fungdo
GA POR EULER

Possui barra
inclinada?

verificaordemnos()?

Fim da ) Estrutura
estrutura? hipostatica?

Fonte: elaborado pelo autor (2021).
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Em que:

fvigaseuler(): funcao inicial;

verificaordemnos(): fungédo que verifica se a estrutura foi desenhada com nds em
sequéncia da esquerda para a direita.

fvdesenhodaestrutura(): funcdo que avalia se a estrutura foi desenhada da esquerda
para a direita;

salvorig(): funcdo que salva o desenho feito pelo usuario;

fvdefinicbes(): funcdo que determina uma gama de variaveis que serdo utilizadas
durante a execucéao do algoritmo. Dentre essas variaveis encontram-se:

fvc: que cria um vetor das constantes de integracdo da Teoria de Vigas de Euler-
Bernoulli;

nba: em que nba é um contador do niumero de barras que ha na estrutura desenhada;
n =4 * nba; em que “n” é a variavel que determina a ordem do sistema global;
fvanalisedaestrutura(): funcado que analisa todos os nés da estrutura, um por um -
da esquerda para a direita - e identifica e organiza quais sdo os vinculos, as acfes e
as caracteristicas geométricas da barra;

fvhipostaticas(): funcédo que analisa se a estrutura € hipostatica ou néo.

Figura 25 - Fluxograma — Apés clique na fungéo “VIGAS POR EULER-BERNOULLI”
da Figura 22 - Parte 2

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

Em que:
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sistemagauss(): funcdo que utiliza as condi¢cbes de contorno levantadas pela
funcao fvanalisedaestrutura() e faz a montagem do sistema matricial e calcula sua
solucdo. O sistema de equacdes lineares global encontrado é resolvido pelo Método
de Gauss, cuja teoria utilizada encontra-se, por exemplo, em Rugiero e Lopes (1996);
O algoritmo utilizado foi o de Parra (2015), pesquisadora do grupo NEV, ao qual este
trabalho esta vinculado.

fvtransxfvc(x): transforma os valores apresentados pelo vetor solugédo da funcéo
sistemagauss() nas constantes de integracdo (ja apresentadas neste trabalho) da
teoria de vigas de Euler-Bernoulli;

fvcriarbotoes(): cria, na tela do IFESTRUT, os botdes para que o usuario possa
acessar os diagramas calculados pelo médulo desenvolvido;

fvcalcularcortante(): calcula o diagrama do esforco cortante por meio das constantes
gue foram transformadas pela funcao fvtransxfvc(x);

fvcalcularmomento(): calcula o diagrama do momento fletor por meio das constantes
que foram transformadas pela func¢ao fvtransxfvc(x);

fvcalculargiro(): calcula o diagrama do giro da estrutura por meio das constantes que
foram transformadas pela funcéo fvtransxfvc(x);

fvcalculardeslocamento(): calcula o diagrama do deslocamento da estrutura atraves
das constantes que foram transformadas pela funcéo fvtransxfvc(x);
fvbuttonmomento(): ativa o diagrama de momento fletor na tela do usuério. Esse
diagrama é o primeiro a ser mostrado quando o programa realiza o calculo da
estrutura;

recorig(): Recupera todos os dados do desenho original da estrutura.

Figura 26 - Fluxograma apos clique no botdo “Cortante Q(kN)” da Figura 23

fwbuttoncortante()

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

Em que:

fvbuttoncortante(): mostra o diagrama de esfor¢o cortante na tela do usuério.
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Figura 27 - Fluxograma apos clique no botao “Giro teta(rad)” da Figura 23

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

Em que:

fvbuttongiro(): mostra o diagrama de giro na tela do usuario.

Figura 28 - Fluxograma apos clique no botdo “Deslocamento y(mm)” da Figura 23

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

Em que:

fvbuttondeslocamento(): mostra o diagrama de deslocamento na tela do usuario.

Figura 29 - Fluxograma apds clique no botdo “GERAR RELATORIO” da Figura 23

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

Em que:
fvepdf(): ao clicar no botio GERAR RELATORIO, essa funcdo abre — em outra pagina
— o relatério em PDF do passo a passo de calculo da estrutura desenhada ou inserida;
fvcabecalhopdf(): funcdo que gera um cabecalho no relatério em PDF com algumas
informacdes acerca do desenvolvimento do médulo aqui apresentado;
fvexplicacaoeuler(): funcdo que introduz no relatério uma breve explicacdo acerca
da Teoria de Vigas de Euler-Bernoulli;
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fvresolucaoPDF(): funcdo que apresenta no relatério o desenvolvimento do passo a
passo de calculo que foi realizado para o calculo da estrutura analisada;

fvTabelas(): funcdo que imprime no relatério a tabela do sistema global que foi
montado para o calculo dos diagramas de esforcos;

fvGraficos(): funcdo que apresenta um texto de introducéo dos graficos no relatorio;
fvimpressaoGraficos(): funcédo que imprime os diagramas dos esfor¢cos no relatorio;

fvReferéncias(): funcéo que apresenta no relatério as referéncias bibliograficas.

Figura 30 - Fluxograma apos clique no botao “SISTEMA GLOBAL” da Figura 23

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

Em que:

fvabrirarquivos(): funcéo que gera o download do sistema global (em arquivo .txt).

4.4 RELATORIOS GERADOS E VALIDACAO DO MODULO DE PROGRAMA

Como exemplo de relatorio PDF gerado, segue, na Figura 31, o documento

gerado para a estrutura do exemplo 1 mostrado no item 2.1.1.1.



Figura 31 - Relatorio PDF da analise de vigas por Euler-Bernoulli - Exemplo 1
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TO TRANSLATE THIS DOCUMENT, DOWNLOAD THE PDF REPORT AND TRANSLATE ON https://www.onlinedoctranslator.com/pt/ (FREE - GENERATE COMPLETE PDF TRANSLATED
FILE) OR TRANSLATE ON https://translate.google.com/ (SELECT DOCUMENTS - FREE - BUT ONLY TRANSLATE TEXT)

. NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Vigas - Método de Euler-Bernoulli
e Autor: Alex Sandro Silva Coelho
Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
.. E?:’«CACAO' CIENCIAETECNOLOGIA Tipo: Iniciagdo Cientifica com Bolsa Institucional/TCC
Curso: Engenharia Civil
Data da vers&o original: 30/11/2020
Data da ultima atualizagdo: 08/12/2021
Data da gerag&o do relatério: 10/12/2021

A estrutura a calcular é a seguinte:

10000 N/m

barra 0

P77

barra 0

L =5.000 m
E=2.000 N/m*2
1=1.000 m*4
A=1.000 m*2

Sera desenvolvido aqui o Método da teoria de vigas de Euler-Bernoulli, conforme Proenga (2003). O modelo
proposto supde que o movimento de deformagdo que ocorre em uma viga submetida a flexdo ndo altera a
geometria das segdes, que sdo planas originalmente (secdo que passa por M e P na figura 1); ou seja,
essas segoes continuardo a ser planas e ortogonais ao eixo da viga mesmo apés estarem deformadas
(secd@o que passa por M’ e P’ da figura 1), ndo importando a distancia longitudinal da extremidade.

Figura 1 - Deformacéo de viga no modelo de Euler-Bernoulli.

Fonte: Adaptado de Proenca (2003, p. 98)

Apds o desenvolvimento matematico, partir das hipdteses acima, da Lei de Hooke, do equilibrio de forgas e
momentos e da limitagdo do problema a pequenos deslocamentos, Proenca (2003), para cada trecho de
viga delimitado pela continuidade das fungdes dos esforgos e deslocamentos, chega a:

1de7
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INTEGRAL -
L. - M _0  M=EED) g gD pereny
ax* dx dx” dx
p (acdo distribuida) Q (cortante) M (momento fletor) & (giro) v (deslocamento)
- DERIVADA

Conforme Proenca (2003), quando houver alterages ou descontinuidade das fungdes q(x), M(x), Q(x), v(x)
ou 6(x), a viga devera ser dividida em trechos. Posto isso, os casos mais comuns decorrentes s&o:

- Apoios intermediarios;
- Agdo (forga ou momento) concentrada;
- Variagdo da rigidez a flexao.

Sendo assim, cada trecho de viga tera o equacionamento, sendo as constantes C1 a C4 determinadas em
funcdo das condigbes de contorno do trecho:

Cortante: A¥)=-p*x + G

23

: ([ p*x")
Momento Fletor: ar(x)=-| |+C *x+C,
((nEx3) (. *2)
Giro: E*I*6(x)=-| % 4] QT‘ l+C,*x+C;
£ AN 2.3\ { A
Deslocamento: £+ 7*v(x) = -| £ .| 016“ || 2E |+ cioxec,

Ao final, portanto, havera um sistema de equagdes para determinar as constantes C1 a C4 de cada trecho
ATENGAO: A PARTIR DAQUI, O PROGRAMA INTERNAMENTE TRABALHA NO SISTEMA kN-m.

Abaixo segue a resolugio.

A ordem do sistema é (4 x n° de trechos): 4

Barra 0 - N6s(0 - 1)

Médulo de Elasticidade (E): 0.00200kN/m?
Momento de Inércia (I): 1.000m*4
Comprimento da Barra (L): 5.000m

Condigbes de Contorno

As condigbes de contorno que serdo aplicadas para a resolugdo dos célculos posteriores sdo adotadas
conforme o tipo de apoio que o né apresenta: moével, fixo, engaste, rétula ou livre. Ademais, elas mudam se
os apoios forem nas extremidades ou internos (para o caso de mais de uma barra na estrutura). Posto
isso, abaixo tém-se o detalhamento das caracteristicas de cada condigdo de contorno conforme o tipo de
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apoio.

Para os apoios que se encontram nas extremidades da estrutra, as equagdes de condigdes de contorno
sao mais simples. Logo, usa-se:

Obs: sera utilizada a letra P para forga e M para momento concentrado.
Apoio Mdvel:

M(x) =M —>-M-qg*x?/2 + C1*x + C2=0
v(x) = 0 —> -q*(x"4)/24*E*] + C1*x3/6*E*| + C2*x2/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| = 0

Apoio Fixo:

M(x) =M —>-M - g*x?/2 + C1*x+ C2=0
V(x) = 0 -—> -q*(x"4)/24*E*| + C1*x3/6*E*| + C2*x?/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| = 0

Engaste:

6(x) = 0 —> -gq*x3/6*E*| + C1*x?/2*E*| + C2*x/E*| + C3/E*| = 0
V() = 0 -—> -q*(x"4)/24*E*| + C1*x3/6*E*| + C2*x?/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| = 0

Livre:

Q(X)=P—>-P-g*x+C1=0
M(x) =M —>-M-g*x?/2+ C1*x+ C2=0

Rotula: Nao é possivel haver rétulas nas extremidades de uma estrutura

Para os apoios que se encontram internamente na estrutra, as equagdes de compatibilizagdo dos trechos
abordam mais caracteristicas. Desse modo, tem-se que:

Obs: sera utilizada a letra "e" para lado esquerdo do ponto e "d" para lado direito.
Apoio Mével:

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) = M

Be(xe) = 6d(xd) -—> -qe*xe3/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd3/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = 0 —> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + Cde/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 —> -qd*(xd*4)/24*Ed*Id + C1d*xd3/6*Ed*|d + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id = 0

Apoio Fixo:

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) =M

Be(xe) = 6d(xd) -—> -qe*xe3/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd3/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = 0 —> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + Cle*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 —> -qd*(xd*4)/24*Ed*|d + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Ild = 0

Engaste:

3de7




48

Be(xe) = 0 —> -qe*xe3/6*Ee*le + Cle*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = 0

6d(xd) = 0 —> -qd*xd3/6*Ed*Id + C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id = 0

ve(xe) = 0 —> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 -—> -qd*(xd*4)/24*Ed*|d + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd2/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Ild = 0

Rétula:

Qe(xe) - Qd(xd) = P —> (-ge*xe + C1e) - (-qd*xd + C1d) =P

Me(xe) = M —>-M - ge*xe?/2 + Cle*xe + C2e = 0

Md(xd) = M > -M - qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d = 0

ve(xe) = vd(xd) —> -qe*(xe"4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le =
-qd*(xd*4)/24*Ed*Id + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id

Livre:

Qe(xe) - Qd(xd) = P —> (-qe*xe + C1e) - (-qd*xd + C1d) =P

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) = M

Be(xe) = 6d(xd) -—> -qe*xe3/6*Ee*le + Cle*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd3/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = vd(xd) —> -qe*(xe"4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le =
-qd*(xd*4)/24*Ed*Id + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*|d + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id

Haja vista os apoios da estrutura aqui relatada, as equagées a serem utilizadas nos calculos sao:

N6 0 - Condigdes de contorno para Engaste no primeiro né:

Parax=0

Eq. 1: 6(x) = 0: -10.000*03/ (6*0.00200*1.000) + C1*0%/(2*0.00200*1.000) + C2*0/(0.00200*1.000) + C3/
(0.00200%1.000) =0

Eq. 2: v(x) = 0: -10.000%(0*4)/(24*0.00200*1.000) + C1*0%/(6*0.00200%1.000) + C2*02/(2*0.00200*1.000) +
€3*0/(0.00200*1.000) + C4/(0.00200%1.000) = 0

N6 1 - Condigdes de contorno para Engaste no ultimo né:

Para x = 5.000

Eq. 3: 8(x) = 0: -10.000*5.000%/ (6*0.00200*1.000) + C1*5.0002/ (2*0.00200%*1.000) + C2*5.000/
(0.00200*1.000) + C3/(0.00200%1.000) = 0

Eq. 4: v(x) = 0: -10.000%(5.000"4)/ (24*0.00200*1.000) + C1*5.0003/ (6*0.00200*1.000) + C2*5.0002/
(2*0.00200*1.000) + C3*5.000/(0.00200%*1.000) + C4/(0.00200%1.000) = 0

Montando as equagdes num sistema global matricial do tipo A*C=B, temos:

Eq. C1,0 C20 C3,0 C4,0 B

1 0.0000 0.0000 500.000 0.0000 0.0000

2 0.0000 0.0000 0.0000 500.000 0.0000

3 6250.000 2500.000 500.000 0.0000 104166.667
4 10416.667 6250.000 2500.000 500.000 130208.333

Resolvendo o sistema linear de equagdes pelo Método de Gauss (vide https://vtp.ifsp.edu.br/nev/Sistema-
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gauss/sistemagauss.php?), econtram-se os valores das constantes C1 a C4 de cada trecho e, portando, as
equacgdes dos esforgos de cada trecho (diagramas).

Abaixo seguem os diagramas (no sistema kN-m):

CORTANTE (N)
-25000.000

25000.000

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Cliqgue em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)
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MOMENTO (N*m )

20833333 20833333
10416.667
Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere).
GIRO: (rad)
-5005.000
0.000 -2.91e411

5005.000

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)
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DESLOCAMENTO ( mm )

-1.46e-8

8138020.833

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
BEER, F.P; JOHNSTON, E.R.Jr. Resisténcia dos materiais. 3.ed. Sdo Paulo: Makron Books, 2011.

BITTENCOURT, Marco Licio. CAPITULO 6: Viga. Unicamp, 2003. Disponivel em: <http://
www.fem.unicamp.br/~em421/semll-1999/textos/viga.pdf>. Acesso em: 23 jul. 2020.

PROENCGCA, Sergio Persival Baroncini Proenga. Curso de resisténcia dos materiais. Notas de aula - vol. 1.
S3o Carlos: USP, 2003.

7de7

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do programa ja disponivel on-line.

Note que os diagramas gerados sao exatamente os apresentados no exemplo
1l doitem 2.1.1.1, observando-se que as convencdes dos diagramas de cortante e giro
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sao invertidas. Como instrumento de validacdo adicional, seguem os diagramas

fornecidos pelo software Ftool (Figuras 32 a 35).

Figura 32 — Diagrama de Momento Fletor - Exemplo 1 - Ftool

FF Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Tool: Exemplo 1.ftl - X
File Options Display

DEeE &S B Load Case: | Load Case 01 Load Train: NOME
IAsPA $&Ma {0 Bending Moment [ 41666667 |Nm:1 m | ] MR @~
Select a point on a member to get bending moment result. Stewm L
[y Material Parameters
Ve ! ¥
N B
Ll -
ES
x
20833.333 20833 333
; 010/7°C
K 3
10416.667
=
(]
Q
®
Q
=|
=k ssilm v 2mm |[x 2 Olaid % 100m ¥ 10m | Snsp

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Figura 33 — Diagrama de Esfor¢co Cortante do Exemplo 1 - Ftool

P Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Tool: Exempla 1.ft — X
File Options Display
D E& Load Case: Load Case 01 Load Train: NONE
T A+ F <G&Oa; Load Shear Force:| 50000.000 |N:1 m ] MW i ~-
Select a point on a member to get shear force result, Stepi| 0.00jm ] o
[y Material Parameters
7 i >
L i B
Rl fa
i
X E
Vi
25000.000
@ 010]/°C
3 k
=} -26000 000
(]
Q
&
Q
=
= ssilm v 2mm ||x v O6id % 100m ¥ 10m | Sasp

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Vale ressaltar que o diagrama de cortante do FTOOL convenciona positivo
abaixo, ao contrario do modulo apresentado neste trabalho.
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Figura 34 — Diagrama de Giro do Exemplo 1 - Ftool

Ff Ftaol - Two-Dimensional Frame Analysis Tool: Exempla 1.ftl - 3
File Options Display
Deld& Load Case: Load Case 01 Load Train: NONE
IAsM <$®Ma; {0 DeformedFactor| 00 | L] ENEL =T TR 1
Select a point on a member to get deformed configuration result. Stepi| 0.00jm ] o
[rY Material Parameters
e L >
n B
Ll .
i
*

e el

LIl e®poed

= h sstm v 277m [[x336m [vosm O6Gid % 100/m ¥  1.00)m [ ISnep

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Vale ressaltar que o Ftool atribui, por convencdo, os valores de giro da

estrutura no diagrama de deslocamento.

Figura 35 — Diagrama de Deslocamento do Exemplo 1 - Ftool

Ff Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Tool: Exemplo 1.ftl - 3
File Options Display
D E& Load Case: Load Case 01 Load Train: NONE
IA M <®Mda; = DeformedFactor| 00| L] M as s []]
Select a point on a member to get deformed configuration result, e I e
[y Material Parameters
7 L >
* h| B
Rl fa
s
X E
Vi

Eecccd
bl

DY =-8137762.490

L e e ol

L0m o Y: 1.00 m Snap

= ssim v 2mm ||x ¥: OGrd %

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Os relatorios a partir dos exemplos 2 e 3 do item 2.1.1 e exemplos adicionais

de estruturas estdo no apéndice A.
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Nota-se que, considerando diferencas de convencdo, os diagramas
apresentados pelo Ftool coincidem com os diagramas apresentados pelo mdédulo
desenvolvido neste trabalho, para todos os exemplos apresentados.

Haja vista as comparac¢des mostradas aqui e no apéndice A, percebe-se que
o0 moddulo desenvolvido atende as demandas das mais variadas combinacdes de
acOes, vinculos e caracteristicas geométricas das estruturas de maneira correta.
Portanto, o médulo pode ser utilizado como uma ferramenta confiavel de auxilio aos

estudos e ao trabalho na area de Engenharia Civil.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A proposta inicial de criagdo do modulo de vigas por Euler-Bernoulli foi
alcancada, posto que o programa executa perfeitamente e apresenta o relatorio em
PDF — que explica e detalha o passo a passo da resolucdo, bem como mostra 0s
diagramas finais. Ressalta-se que os calculos e diagramas foram validados pelo
programa Ftool. Nota-se que o relatério, principal objetivo deste trabalho, contribui
significativamente para o estudo, quer seja feito por parte de estudantes, professores

ou profissionais recém-formados.
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APENDICE A - EXEMPLOS DE ESTRUTURAS E RELATORIOS GERADOS.
A.1 - EXEMPLO 2 - RESULTADO

Segue, na Figura 36, o relatorio gerado para a estrutura do exemplo 2
mostrado no item 2.1.1.2.



Figura 36 - Relatorio PDF da analise de vigas por Euler-Bernoulli - Exemplo 2
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TO TRANSLATE THIS DOCUMENT, DOWNLOAD THE PDF REPORT AND TRANSLATE ON https://www.onlinedoctranslator.com/pt/ (FREE - GENERATE COMPLETE PDF TRANSLATED
FILE) OR TRANSLATE ON https://translate.google.com/ (SELECT DOCUMENTS - FREE - BUT ONLY TRANSLATE TEXT)

:.. NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Vigas - Método de Euler-Bernoulli
. e Autor: Alex Sandro Silva Coelho
Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
== fg%cﬁﬁ?}‘c'mcmETECNOLOG'A Tipo: Iniciagéo Cientifica com Bolsa Institucional/TCC
ampus Voluporanga Curso: Engenharia Civil
Data da vers&o original: 30/11/2020
Data da ultima atualizagdo: 08/12/2021
Data da gerag&o do relatério: 10/12/2021

A estrutura a calcular é a seguinte:

1000 N/m 1000 N/m 1000 N/m
Erdedtes bbby bt dss
- barra 0 — barra 1 - barra 2

/X AT AS

L=2.000 m
E=1.000 kN/m*2
1=1.000 m"4

A =1.000 m*2

barra 1

L=1.000 m
E=1.000 kN/m*2
1=1.000 m*4

A =1.000 m*2

barra 2

L =2.000 m
E=1.000 kN/m*2
1=1.000 m*4

A =1.000 m*2

Sera desenvolvido aqui o Método da teoria de vigas de Euler-Bernoulli, conforme Proenca (2003). O modelo
proposto supde que o movimento de deformagao que ocorre em uma viga submetida a flexdo néo altera a
geometria das segdes, que séo planas originalmente (se¢do que passa por M e P na figura 1); ou seja,
essas segdes continuardo a ser planas e ortogonais ao eixo da viga mesmo apés estarem deformadas
(seg@o que passa por M’ e P’ da figura 1), ndo importando a distancia longitudinal da extremidade.

Figura 1 - Deformacéo de viga no modelo de Euler-Bernoulli.

Fonte: Adaptado de Proenca (2003, p. 98)
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Apés o desenvolvimento matematico, partir das hipdteses acima, da Lei de Hooke, do equilibrio de forgas e
momentos e da limitagdo do problema a pequenos deslocamentos, Proenca (2003), para cada trecho de
viga delimitado pela continuidade das fungdes dos esforgos e deslocamentos, chega a:

INTEGRAL >
d“‘jlzp ﬂzg M:};t[-d“_'(;") gzgtj-w E*I*w(x)
ax* dx dx” dx
p (acdo distribuida) Q (cortante) M (momento fletor) & (giro) v (deslocamento)
< DERIVADA

Conforme Proenca (2003), quando houver alteragdes ou descontinuidade das fungdes q(x), M(x), Q(x), v(x)
ou 6(x), a viga devera ser dividida em trechos. Posto isso, os casos mais comuns decorrentes sdo:

- Apoios intermedidrios;
- Agao (forga ou momento) concentrada;
- Variag@o da rigidez a flexao.

Sendo assim, cada trecho de viga tera o equacionamento, sendo as constantes C1 a C4 determinadas em
funcao das condigdes de contorno do trecho:

Cortante: Qx)=—p*x +

i 2™
Momento Fletor: ar(x)=-| p)" |[+C*x+C,

ya

/

. { n®y3 (O %2\
Giro: E*1*6(x)=-| 22X |+ ©°* |4 ¢, *x+c,
\"s J T2 J72 -

2%\ x.3Y Bs )
Deslocamento:zs*-1*1(_\-)=_:“’m“1 :_:0164‘ :_:sz-‘ l+Cy*x+C,

/

Ao final, portanto, havera um sistema de equagdes para determinar as constantes C1 a C4 de cada trecho
ATENGAO: A PARTIR DAQUI, 0 PROGRAMA INTERNAMENTE TRABALHA NO SISTEMA kN-m.

Abaixo segue a resolugao.

A ordem do sistema é (4 x n° de trechos): 12

Barra 0 - N6s(0 - 1)

Modulo de Elasticidade (E): 1.000kN/m?

Momento de Inércia (1): 1.000m*4
Comprimento da Barra (L): 2.000m
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Barra 1- Nos(1-2)

Mddulo de Elasticidade (E): 1.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 1.000m*4
Comprimento da Barra (L): 1.000m

Barra 2 - N6s(2 - 3)

Mddulo de Elasticidade (E): 1.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 1.000m*4
Comprimento da Barra (L): 2.000m

Condigoes de Contorno

As condigdes de contorno que serdo aplicadas para a resolugdo dos célculos posteriores sdo adotadas
conforme o tipo de apoio que o né apresenta: movel, fixo, engaste, rotula ou livre. Ademais, elas mudam se
os apoios forem nas extremidades ou internos (para o caso de mais de uma barra na estrutura). Posto
isso, abaixo tém-se o detalhamento das caracteristicas de cada condigdo de contorno conforme o tipo de
apoio.

Para os apoios que se encontram nas extremidades da estrutra, as equagdes de condigées de contorno
sao mais simples. Logo, usa-se:

Obs: sera utilizada a letra P para forga e M para momento concentrado.

Apoio Mdvel:

M(x) =M —>-M-g*x?/2 + C1*x+ C2=0

v(x) = 0 —> -q*(x"4)/24*E*] + C1*x3/6*E*| + C2*x2/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| =
Apoio Fixo:

M(x) =M —>-M - g*x2/2 + C1*x+ C2 =0

v(x) = 0 —> -q*(x*4)/24*E*| + C1*x3/6*E*| + C2*x2/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| =

Engaste:

B(x) = 0 —> -gq*x3/6*E*| + C1*x?/2*E*| + C2*x/E*| + C3/E*| = 0
V() = 0 -—> -q*(x4)/24*E*| + C1*x3/6*E*| + C2*x2/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| = 0

Livre:

Q(x)=P-—>-P-g*x+C1=0
M(x) =M —>-M-g*x?/2 + C1*x+ C2=0

Rotula: Nao é possivel haver rétulas nas extremidades de uma estrutura

Para os apoios que se encontram internamente na estrutra, as equagoes de compatibilizagao dos trechos
abordam mais caracteristicas. Desse modo, tem-se que:

Obs: sera utilizada a letra "e" para lado esquerdo do ponto e "d" para lado direito.

Apoio Mével:
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Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) =M

Be(xe) = 6d(xd) —> -qe*xe3/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd3/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*ld + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = 0 —> -ge*(xe*4)/24*Ee*le + Cle*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 —> -qd*(xd"4)/24*Ed*|d + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id = 0

Apoio Fixo:

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) =M

Be(xe) = Bd(xd) —> -qe*xe?/6*Ee*le + Cle*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd®/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = 0 —> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + Cle*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 -—> -qd*(xd*4)/24*Ed*|d + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Ild = 0

Engaste:

Be(xe) = 0 —> -qe*xe3/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = 0

6d(xd) = 0 -—> -qd*xd3/6*Ed*Id + C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id = 0

ve(xe) = 0 —> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + Cle*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 -—> -qd*(xd*4)/24*Ed*|d + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Ild = 0

Rétula:

Qe(xe) - Qd(xd) = P —> (-ge*xe + C1e) - (-qd*xd + C1d) =P

Me(xe) = M —>-M - ge*xe?/2 + Cle*xe + C2e = 0

Md(xd) = M -—->-M - qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d = 0

ve(xe) = vd(xd) —> -qe*(xe"4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le =
-qd*(xd*4)/24*Ed*Id + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*|d + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id

Livre:

Qe(xe) - Qd(xd) = P —> (-ge*xe + C1e) - (-qd*xd + C1d) =P

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qge*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) =M

Be(xe) = Bd(xd) —> -qe*xe®/6*Ee*le + Cle*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd®/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = vd(xd) —> -qe*(xe"4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le =
-qd*(xd*4)/24*Ed*Id + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*|d + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id

Haja vista os apoios da estrutura aqui relatada, as equagGes a serem utilizadas nos calculos sao:
N6 0 - Condigdes de contorno para Apoio Fixo no primeiro né:

Parax=0
Eqg. 1: M(x) = 0: -0.000 - 1.000*0%/2+C1*0 + C2 =0

Eq. 2: v(x) = 0: -1.000%(0*4)/ (24*1.000%1.000) + C1*0%/(6*1.000%1.000) + C2*0?/(2*1.000*1.000) + C3*0/
(1.000%1.000) + C4/(1.000%1.000) = 0

No6 1 - Equagdes de compatibilizagao de trechos para Apoio Mével interno:

Para x = 1.000
Eq. 3: Me(x) - Md(x) = M —> (-1.000*1.0002/2 + C1e*1.000 + C2e) - (-1.000*0.000%/2 + C1d*0.000 + C2d) = -
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(0.000)

Eq. 4: 6e(x) = 8d(x) — > -1.000%1.000%/ (6*1.000%1.000) + C1e*1.0002/ (2¥1.000%1.000) + C2e*1.000/
(1.000%1.000) + C3e/ (1.000*1.000) = -1.000*0.000%/ (6*1.000%1.000) + C1d*0.0002/ (2*1.000%1.000) +
C2d*0.000/(1.000%1.000) + C3d/(1.000%1.000)

Eq. 5: ve(x) = 0: -1.000*(1.000%4)/ (24*1.000¥1.000) + C1e*1.000%/ (6*1.000*1.000) + C2e*1.000%/
(2*1.000%1.000) + C3e*1.000/(1.000*1.000) + C4e/(1.000%1.000) = 0

Eq. 6: vd(x) = 0: -1.000%(0.000%4)/ (24*1.000%1.000) + C1d*0.000%/ (6*1.000*1.000) + C2d*0.000%/
(2*1.000%1.000) + C3d*0.000/(1.000%1.000) + C4d/(1.000%1.000) = 0

N6 2 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Apoio Mével interno:

Para x = 1.000

Eq. 7: Me(x) - Md(x) = M —> (-1.000*1.0002/2 + C1e*1.000 + C2e) - (-1.000*0.000%/2 + C1d*0.000 + C2d) = -
(0.000)

Eq. 8: Be(x) = 6d(x) — > -1.000*1.0003/ (6*1.000%1.000) + C1e*1.000%/ (2*1.000*1.000) + C2e*1.000/
(1.000*%1.000) + C3e/ (1.000%1.000) = -1.000*0.0003%/ (6*1.000*1.000) + C1d*0.000%/ (2*1.000*1.000) +
C2d*0.000/(1.000*1.000) + C3d/(1.000%1.000)

Eq. 9: ve(x) = 0: -1.000%(1.000%4)/ (24*1.000*1.000) + C1e*1.0003/ (6*1.000*1.000) + C2e*1.000%/
(2*1.000%1.000) + C3e*1.000/(1.000%1.000) + C4e/(1.000%1.000) =0

Eq. 10: vd(x) = 0: -1.000*(0.000*4)/ (24*1.000*1.000) + C1d*0.000%/ (6*1.000%1.000) + C2d*0.000%/
(2*¥1.000%1.000) + C3d*0.000/(1.000%1.000) + C4d/(1.000*1.000) = 0

N6 3 - Condigdes de contorno para Apoio Mével no ultimo né:

Para x =2.000
Eq. 11: M(x) = M:-0.000 - 1.000*2.000%/2 + C1*2.000 + C2 =0

Eq. 120 v(x) = 0: -1.000%(2.000%4)/ (24*1.000%1.000) + C1*2.000%/ (6*1.000%1.000) + C2*2.000%/
(2*1.000*1.000) + C3*2.000/(1.000*1.000) + C4/(1.000*1.000) = 0

Montando as equagdes num sistema global matricial do tipo A*C=B, temos:

Eq. C1,0 C2,0 C3,0 C4,0 c11 C21 C31 C4,1 C1,2 C22 C32 C4,2 B

1 0.0000 1.000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
2 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 1.000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
3 2.000 1.000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | -1.000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 2.000
4 2.000 2.000 1.000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | -1.000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 1.333
5 1.333 2.000 2.000 1.000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 0.667
6 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | -1.000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
7 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 1.000 1.000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | -1.000 | 0.0000 | 0.0000 0.500
8 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 0.500 1.000 1.000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | -1.000 | 0.0000 0.167
9 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 0.167 0.500 1.000 1.000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0417
10 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | -1.000 | 0.0000
1 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 2.000 1.000 0.0000 | 0.0000 2.000
12 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 1.333 2.000 2.000 1.000 0.667
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Resolvendo o sistema linear de equagées pelo Método de Gauss (vide https://vtp.ifsp.edu.br/nev/Sistema-
gauss/sistemagauss.php?), econtram-se os valores das constantes C1 a C4 de cada trecho e, portando, as
equacdes dos esforgos de cada trecho (diagramas).

Abaixo seguem os diagramas (no sistema kN-m):

CORTANTE (kN )
-1.161

-0.839

-0.500

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)
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MOMENTO ( kN*m )

0.321 0.321

0.351 0.351

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere).

®

>

GIRO: (rad)
-0.226

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)

0.226
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DESLOCAMENTO ( mm )

0.000
167e-13 1.11e-13

lllll

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do programa ja disponivel on-line.

Note que os diagramas gerados sdo exatamente os apresentados no exemplo
2 doitem 2.1.1.2, observando-se que as convencdes dos diagramas de cortante e giro
séo invertidas. Como instrumento de validacdo adicional, seguem os diagramas

fornecidos pelo software Ftool (Figuras 37 a 39).



Figura 37 - Momento Fletor - Exemplo 2 - Ftool
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A Ftool - Two-Dimensianal Frame Analysis Took: Exemplo 2.ftl
File Options Display
0 & Load Case: Load Case 01
Ilalsm <+@»ma g 2 Bending Moment| 0704 |kNm:T m [ ]
Select a point on a member to get bending moment result
Iy
e
Ld
i
*

0.321 0.321

0.196

=] 0.352 0.352
(]
Q
&
CY
=
= n saslm v 2fm |x v OGid % 100m ¥ 10m | Snep

Load Train: | NOME
RN = R TN
Step| oo ]

Material Parameters

1 ~

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Figura 38 - Esfor¢go Cortante do Exemplo 2 - Ftool

A Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Took Exemplo 2.tl
File Options Display
Dz HE&E®m Load Case: Load Case 01
IaxF <$®mdi Sheor Forces|_ 2321 |k m ]
Select a point on a member to get shear force result,
by
e
L
i
X
1161
0839
0500
-0.500
0.839
= -1.161
(]
Q
&
C}
[
= n sasmo v anfm |x ¥: CGid % 100/m ¥ 1.00)m [ |Snap

Load Train: NONE

‘Eé =i 4I»i‘l’) —~
Step:| 0.00m [

Material Parameters

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Vale ressaltar que o diagrama de cortante do FTOOL convenciona positivo

abaixo, ao contrario do moédulo apresentado neste trabalho.




68

Figura 39 - Giro do Exemplo 2 - Ftool

 Ftool - Twe-Dimensional Frame Analysis Tool: Exemplo 2.ftl - X
File Options Display

Deld& Load Case: Load Case 01 Load Train: NONE
IAFFA <4@&EHA lo=l Deformed Factor 39 [ ] RN TR |
Select a point on a member to get deformed configuration result. Stepi| 0.00jm ] o
[rY Material Parameters
e L >
) B
L .
i
>

WEL o2 poef

H[ saslm w[ 27mm | [x ¥: OGrid % 1.00lm ¥ 100m | Saap
Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Vale ressaltar que o Ftool atribui, por convencéo, os valores de giro da

estrutura no diagrama de deslocamento.

Figura 40 - Deslocamento do Exemplo 2 - Ftool

Ff Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Tool: Exemplo 2t - 3
File Options Display
D E& Load Case: Load Case 01 Load Train: NONE
I A sF <$8Oa; o Deformed Factor| 39 [ ] RS T
Select a point on a member to get deformed configuration result, e I e
[y Material Parameters
7 L ¥
* h| 2
Rl fa
s
X E
Vi

DY = 27148

DY =-129.022 DY =-129.022

L e e ol

H:m V‘m X403 m ¥:0.27 m OGrd x: 1.00m Yo 1.00 m Snap
Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

A.2 - EXEMPLO 3 — RESULTADO
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Segue, na Figura 41, o relatério gerado para a estrutura do exemplo 3

mostrado no item 2.1.1.3.

Figura 41 - Relatério PDF da andlise de vigas por Euler-Bernoulli - Exemplo 3

TO TRANSLATE THIS DOCUMENT, DOWNLOAD THE PDF REPORT AND TRANSLATE ON https://www.onlinedoctranslator.com/pt/ (FREE - GENERATE COMPLETE PDF TRANSLATED
FILE) OR TRANSLATE ON https://translate.google.com/ (SELECT DOCUMENTS - FREE - BUT ONLY TRANSLATE TEXT)

. NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Vigas - Método de Euler-Bernoulli
. Autor: Alex Sandro Silva Coelho
Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
==.?¥ff§ﬁﬁflmmETECNOLOG'A Tipo: Iniciagao Cientifica com Bolsa Institucional/TCC
ampus Voluporanga Curso: Engenharia Civil

Data da versdo original: 30/11/2020

Data da ultima atualizagdo: 08/12/2021

Data da geragéo do relatério: 10/12/2021

A estrutura a calcular é a seguinte:

1000 N/m 1000 N/m  1000N/m 1000 N/m 1000 N/m
X S A S G R I IO N
- barra 0 /= baral barra 2 o baragN barra 4
N\ —

=

N\ R
/X /% Vil
barra 0
L=1.500 m
E =1.000 kN/m*2

1=1.000 m*4
A =1.000 m*2

barra 1

L=0.500 m
E=1.000 kN/m*2
1=1.000 m*4
A=1.000 m*2

barra 2

L=1.000 m

E =1.000 kN/m*2
1=1.000 m*4

A =1.000 m*2

barra 3

L=0.500 m

E =1.000 kN/m*2
1=1.000 m*4

A =1.000 m*2

barra 4

L=1.500 m
E=1.000 kN/m*2
1=1.000 m*4

A =1.000 m*2

Sera desenvolvido aqui o Método da teoria de vigas de Euler-Bernoulli, conforme Proenga (2003). O modelo
proposto supde que o movimento de deformagdo que ocorre em uma viga submetida a flexdo ndo altera a
geometria das segdes, que séo planas originalmente (segdo que passa por M e P na figura 1); ou seja,
essas segOes continuardo a ser planas e ortogonais ao eixo da viga mesmo apés estarem deformadas
(sec@o que passa por M’ e P’ da figura 1), ndo importando a distancia longitudinal da extremidade.
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Figura 1 - Deformacéo de viga no modelo de Euler-Bernoulli.

Fonte: Adaptado de Proenca (2003, p. 98)

Apds o desenvolvimento matematico, partir das hipdteses acima, da Lei de Hooke, do equilibrio de forgas e
momentos e da limitagdo do problema a pequenos deslocamentos, Proenca (2003), para cada trecho de
viga delimitado pela continuidade das fun¢des dos esforgos e deslocamentos, chega a:

INTEGRAL >
N M G =gt g g s
ax* dx dx” dx
p (agdo distribuida) Q (cortante) M (momento fletor) & (giro) v (deslocamento)
- DERIVADA

Conforme Proenga (2003), quando houver alteragdes ou descontinuidade das fungdes q(x), M(x), Q(x), v(x)
ou 6(x), a viga devera ser dividida em trechos. Posto isso, os casos mais comuns decorrentes sdo:

- Apoios intermediarios;
- Agdo (forga ou momento) concentrada;
- Variagdo da rigidez a flexao.

Sendo assim, cada trecho de viga tera o equacionamento, sendo as constantes C1 a C4 determinadas em
funcdo das condigdes de contorno do trecho:
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Cortante: Qx)=—p*x + G

f w2
Momento Fletor: a7(x)=-| 5 7'\ |+C *x+C,

~

k3 7 %32
p*x ) (C*x

Giro: £*7*6(x)=-| s 1] 7- |+Cy*x+Cy
f AN 2.3\ (O %42)
Deslocamento: £* 1* w(x) = —| 2> |+| G- X 1, [S2°¥ ) csy.c
. 24 J\ & FV a )7 *

Ao final, portanto, havera um sistema de equacgoes para determinar as constantes C1 a C4 de cada trecho
ATENGAO: A PARTIR DAQUI, O PROGRAMA INTERNAMENTE TRABALHA NO SISTEMA kN-m.

Abaixo segue a resolugao.

A ordem do sistema é (4 x n° de trechos): 20

Barra 0 - N6s(0 - 1)

Médulo de Elasticidade (E): 1.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 1.000m*4
Comprimento da Barra (L): 1.500m

Barra 1- N6s(1-2)

Mddulo de Elasticidade (E): 1.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 1.000m*4
Comprimento da Barra (L): 0.500m

Barra 2 - N6s(2 - 3)

Mddulo de Elasticidade (E): 1.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 1.000m*4
Comprimento da Barra (L): 1.000m

Barra 3 - N6s(3 - 4)

Médulo de Elasticidade (E): 1.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 1.000m*4
Comprimento da Barra (L): 0.500m

Barra 4 - N6s(4 - 5)

Mddulo de Elasticidade (E): 1.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 1.000m*4
Comprimento da Barra (L): 1.500m

Condigoes de Contorno

As condigbes de contorno que serdo aplicadas para a resolugdo dos calculos posteriores sdo adotadas
conforme o tipo de apoio que o né apresenta: movel, fixo, engaste, rétula ou livre. Ademais, elas mudam se
os apoios forem nas extremidades ou internos (para o caso de mais de uma barra na estrutura). Posto
isso, abaixo tém-se o detalhamento das caracteristicas de cada condigdo de contorno conforme o tipo de
apoio.
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Para os apoios que se encontram nas extremidades da estrutra, as equagdes de condigées de contorno
sdo mais simples. Logo, usa-se:

Obs: sera utilizada a letra P para forga e M para momento concentrado.
Apoio Mdvel:

M(X) = M —>-M - g*x2/2 + CT*x + C2 = 0
V(X) = 0 —> q*(x*4)/24*E*] + C1*x3/6*E*| + C2*x?/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| = 0

Apoio Fixo:

M(x) =M —>-M-g*x?/2 + C1*x+ C2=0
v(x) = 0 -—> -q*(x*4)/24*E*] + C1*x3/6*E*| + C2*x2/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| = 0

Engaste:

B(x) = 0 —> -q*x3/6*E*| + CT*x2/2*E*| + C2*x/E*| + C3/E*| = 0
V(x) = 0 —> -q*(x*4)/24*E*] + C1*x3/6*E*| + C2*x2/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*1 =0

Livre:

Q(x)=P->-P-g*x+C1=0
M(x) =M —>-M - g*x2/2 + C1*x+ C2=0

Rétula: Nao é possivel haver rétulas nas extremidades de uma estrutura
Para os apoios que se encontram internamente na estrutra, as equagdes de compatibilizagdo dos trechos

abordam mais caracteristicas. Desse modo, tem-se que:

n_n

Obs: sera utilizada a letra "e" para lado esquerdo do ponto e "d" para lado direito.
Apoio Mdvel:

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) = M

Be(xe) = 6d(xd) -—> -qe*xe3/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd3/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = 0 —> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + Cde/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 -—> -qd*(xd*4)/24*Ed*|d + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Ild = 0

Apoio Fixo:

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + C1e*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) =M

Be(xe) = 6d(xd) -—> -qe*xe3/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd3/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = 0 —> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + Cde/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 -—> -qd*(xd*4)/24*Ed*|d + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Ild = 0

Engaste:

Be(xe) = 0 —> -qe*xe®/6*Ee*le + Cle*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = 0
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6d(xd)
ve(xe)
vd(xd)

0 —> -qd*xd3/6*Ed*Id + C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*ld = 0
0 —> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + Cle*xe®/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le = 0
0 > -qd*(xd"4)/24*Ed*Id + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id = 0

Rétula:

Qe(xe) - Qd(xd) = P —> (-qe*xe + C1e) - (-qd*xd + C1d) =P

Me(xe) = M —>-M - ge*xe?/2 + Cle*xe + C2e = 0

Md(xd) = M —> -M - qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d = 0

ve(xe) = vd(xd) -—> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + C1e*xe?/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le =
-qd*(xd*4)/24*Ed*Id + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id

Livre:

Qe(xe) - Qd(xd) = P —> (-ge*xe + C1e) - (-qd*xd + C1d) =P

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) =M

Be(xe) = 6d(xd) -—-> -qe*xe?/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd®/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*ld + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = vd(xd) -—> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + C1e*xe?/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + Cde/Ee*le =
-qd*(xd*4)/24*Ed*Id + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id

Haja vista os apoios da estrutura aqui relatada, as equagdes a serem utilizadas nos célculos sao:
No6 0 - Condigdes de contorno para Apoio Fixo no primeiro né:

Parax=0
Eqg. 1: M(x) = 0: -0.000 - 1.000*0%/2 + C1*0 + C2 =0

Eq. 2: v(x) = 0: -1.000%(0*4)/ (24*1.000%1.000) + C1*0%/ (6*1.000%1.000) + C2*0?/(2*1.000*1.000) + C3*0/
(1.000%1.000) + C4/(1.000%1.000) = 0

N6 1 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Rétula:

Para x = 0.500
Eq. 3: Qe(x) - Qd(x) = P -—> (-1.000*0.500 + C1e) - (-1.000*0.000 + C1d) = 0.000

Eq. 4: Me(x) = 0:-(0.000) - 1.000*0.5002/2 + C1€*0.500 + C2e = 0

Eq. 5: Md(x) = 0:-(0.000) - 1.000*0.000%/2 + C1d*0.000 + C2d = 0

Eq. 6: ve(x) = vd(x) —> -1.000%(0.500"4)/ (24*1.000*1.000) + C1e*0.5003%/(6*1.000*1.000) + C2e*0.500%/
(2*1.000%1.000) + C3e*0.500/(1.000*1.000) + C4e/(1.000*1.000) = -1.000%(0.0004)/(24*1.000*1.000) +
C1d*0.0003/ (6*1.000%1.000) + C2d*0.000%/ (2*1.000%1.000) + C3d*0.000/ (1.000*1.000) + C4d/
(1.000%1.000)

No 2 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Apoio Mével interno:

Para x = 0.500

Eq. 7: Me(x) - Md(x) = M —> (-1.000*0.5002/2 + C1e*0.500 + C2e) - (-1.000*0.000%/2 + C1d*0.000 + C2d) = -
(0.000)

Eq. 8: Be(x) = 6d(x) — > -1.000*0.5003/ (6*1.000%*1.000) + C1e*0.500%/ (2*1.000*1.000) + C2e*0.500/
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(1.000%1.000) + C3e/ (1.000%1.000) = -1.000%0.000%/ (6*1.000%1.000) + C1d*0.000/ (2*1.000%1.000) +
C2d*0.000/(1.000%1.000) + C3d/(1.000%1.000)

Eq. 9: ve(x) = 0: -1.000%(0.500"4)/ (24*1.000*1.000) + C1e*0.5003/ (6*1.000*1.000) + C2e*0.500%/
(2*1.000%1.000) + C3e*0.500/(1.000*1.000) + C4e/(1.000*1.000) = 0

Eq. 10: vd(x) = 0: -1.000*(0.000*4)/ (24*1.000*1.000) + C1d*0.000%/ (6*1.000%1.000) + C2d*0.000%/
(2*1.000%1.000) + C3d*0.000/(1.000%1.000) + C4d/(1.000*1.000) = 0

No 3 - Equagdes de compatibilizagao de trechos para Apoio Mével interno:

Para x = 0.500

Eqg. 11: Me(x) - Md(x) = M —> (-1.000*0.5002/2 + C1e*0.500 + C2e) - (-1.000*0.000%/2 + C1d*0.000 + C2d) =
-(0.000)

Eq. 12: Be(x) = 6d(x) — > -1.000*0.5003%/ (6*1.000*1.000) + C1e*0.500%/ (2*1.000*1.000) + C2e*0.500/
(1.000*%1.000) + C3e/ (1.000%1.000) = -1.000*0.0003/ (6*1.000*1.000) + C1d*0.000%/ (2*1.000*1.000) +
C2d*0.000/(1.000*1.000) + C3d/(1.000%1.000)

Eq. 13: ve(x) = 0: -1.000*(0.500"4)/ (24*1.000%1.000) + C1e*0.5003%/ (6*1.000%1.000) + C2e*0.500%/
(2*1.000%1.000) + C3e*0.500/(1.000*1.000) + C4e/(1.000*1.000) = 0

Eq. 14: vd(x) = 0: -1.000%(0.000*4)/ (24*1.000*1.000) + C1d*0.0003/ (6*1.000*1.000) + C2d*0.000%/
(2*1.000*1.000) + C3d*0.000/(1.000*1.000) + C4d/(1.000%1.000) = 0

N6 4 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Rétula:

Para x = 0.500
Eq. 15: Qe(x) - Qd(x) = P —> (-1.000*0.500 + C1e) - (-1.000*0.000 + C1d) = 0.000

Eq. 16: Me(x) = 0: -(0.000) - 1.000%0.5002/2 + C1e*0.500 + C2¢ = 0

Eq. 17: Md(x) = 0:-(0.000) - 1.000%0.000%/2 + C1d*0.000 + C2d = 0

Eq. 18: ve(x) = vd(x) —> -1.000*(0.500°4)/(24*1.000%1.000) + C1e*0.500%/ (6*1.000*1.000) + C2e*0.500%/
(2*1.000*1.000) + C3e*0.500/ (1.000%1.000) + C4e/(1.000%1.000) = -1.000%(0.0004)/ (24*1.000%1.000) +
C1d*0.000%/ (6*1.000%1.000) + C2d*0.000%/ (2*1.000%1.000) + C3d*0.000/ (1.000%1.000) + C4d/
(1.000%1.000)

No 5 - Condigdes de contorno para Apoio Mével no ultimo né:

Para x = 1.500
Eqg. 19: M(x) = M:-0.000 - 1.000%1.500%/2 + C1*1.500 + C2 = 0

Eq. 20: v(x) = 0: -1.000%(1.500"4)/ (24*1.000%1.000) + C1*1.5003/ (6*1.000%*1.000) + C2*1.5002/
(2*1.000%1.000) + C3*1.500/(1.000%1.000) + C4/(1.000*1.000) = 0

Montando as equagdes num sistema global matricial do tipo A*C=B, temos:

Eq. C10 | C20 | C30 | C40 | C1,1 | C21 | €31 | C41 | C1,2 | C22 | C32 | C42 | C1,3 | C23 | C33 | C43 | C14 | C24 | C34 | C44 B

1 0.00 | 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
00 0 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00

2 0.00 | 0.00 | 0.00 | 7.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
00 00 00 0 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00
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3 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | -1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 1.50
0 00 00 00 0 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0
4 1.50 | 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 112
0 0 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 5
5 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
00 00 00 00 00 0 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00
6 056 | 1.12 | 1.50 | 1.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | -1.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.21
3 5 0 0 00 00 00 0 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 1
4 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 050 | 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | -1.00 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.12
00 00 00 00 0 0 00 00 00 0 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 5
8 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 012 | 0.50 | 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | -1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.02
00 00 00 00 5 0 0 00 00 00 0 00 00 00 00 00 00 00 00 00 08
9 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 002 | 012 | 0.50 | 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
00 00 00 00 08 5 0 0 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 260
10 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | -1.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0 00 00 00 00 00 00 00 00 00
1 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 1.00 | 1.00 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | -1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.50
00 00 00 00 00 00 00 00 0 0 00 00 00 0 00 00 00 00 00 00 0
12 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.50 | 1.00 | 1.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | -1.00 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.16
00 00 00 00 00 00 00 00 0 0 0 00 00 00 0 00 00 00 00 00 7
13 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.16 | 0.50 | 1.00 | 1.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.04
00 00 00 00 00 00 00 00 7 0 0 0 00 00 00 00 00 00 00 00 17
14 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.00 |-1.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0 00 00 00 00 00
15 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 [ 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | -1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.50
00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0 00 00 00 0 00 00 00 0
16 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 [ 0.50 | 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.12
00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0 0 00 00 00 00 00 00 5
a7 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0 00 00 00
18 0.00 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 [ 0.02 | 0.12 | 0.50 | 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | -1.00 | 0.00
00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 08 5 0 0 00 00 00 0 260
19 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 1.50 | 1.00 | 0.00 | 0.00 | 1.12
00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0 0 00 00 5
20 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 000 | 0.56 | 1.12 | 1.50 | 1.00 | 0.21
00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 2 5 0 0 1

Resolvendo o sistema linear de equagdes pelo Método de Gauss (vide https://vtp.ifsp.edu.br/nev/Sistema-
gauss/sistemagauss.php?), econtram-se os valores das constantes C1 a C4 de cada trecho e, portando, as
equacdes dos esforgos de cada trecho (diagramas).

Abaixo seguem os diagramas (no sistema kN-m):
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CORTANTE (kN )
-1.250

-0.750 -0.750
-0.500

0.500
0.750 0.750

1.250

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere).

MOMENTO ( kN*'m )
0.500 0.500

0.375

0.000 0.000 8.888-16 2.22e-16

0.280 0.280

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)
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GIRO: (rad)
-0.323

S AL

0 0451

'~

0.236
0.323

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Cliqgue em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)

DESLOCAMENTO ( mm )

49 479

0.000 mu Qm/-l 2.78e-14

L

154.3

54 351

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do programa ja disponivel on-line.

Note que os diagramas gerados sao exatamente os apresentados no exemplo
3 do item 2.1.1.3, observando-se que as convencdes dos diagramas de cortante,
momento e giro séo invertidas. Como instrumento de validacao adicional, seguem os

diagramas fornecidos pelo software Ftool (Figuras 42 a 45).

Figura 42 - Momento Fletor - Exemplo 3 - Ftool

P Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Tool: Exempla 3.ft — X
File Options Display
D E& Load Case: Load Case 01 Load Train: NONE
T A+ F <G&Oa; 1930 Bending Moment[ 1000 |kNm:1m ] MW s R~
Select a point on a member to get bending moment result. e I e
[y Material Parameters
7 = >
B B
R4 P
s
X E
Vi
0.500 0.500 @
0375
0.281 0.281

=]
(]
Q
&
Q
=
= saslm v 2nlm ||x 2 O6id % 050/m ¥ 1.00m | Snep

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.
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Figura 43 - Esforco Cortante do Exemplo 3 - Ftool

F Ftool - Twa-Dimensional Frame Analysis Toal: Exemplo 3.4t — X
File Options Display
Deld& Load Case: Load Case 01 Load Train: NONE
T ASF <$&DTag Load ShezrForce| 2500 |k\:dm [ ] [ =TT
Select a point on a member to get shear force result, Stepi| 0.00jm ] o
[rY Material Parameters
e Z >
. o

Ll .
i
S E

1.250 v

-
0.750 8 0750
0500 ‘
o ‘ } ,
-0.500
-0.750  UFaQ 0750

=] -1.250
(]
Q
&
CY
=
= p saslm v 273m [x297m  [vi-067m CGid % 050m ¥ 100m | Snep

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Vale ressaltar que o diagrama de cortante do FTOOL convenciona positivo
abaixo, ao contrario do modulo apresentado neste trabalho.

Figura 44 - Giro do Exemplo 3 - Ftool

P Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Tool: Exemplo 3.4t - 3
File Options Display
D E & Load Case: Load Case 01 Load Train: NONE
IasFA $®OA; {3 DeformedFactor| 32 | ) [Am s a3
Select a point on a member to get deformed configuration result. Step:| 0.00m i
Ry Material Parameters
7 B >
n B

Ll .
2
x E

v

-

Lmeeped

=k saslm v amm |[x ¥ Oleid % 050m ¥ 10m | Snap
Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Vale ressaltar que o Ftool atribui, por convencéo, os valores de giro da

estrutura no diagrama de deslocamento.
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Figura 45 - Deslocamento do Exemplo 3 - Ftool

P Ftool - Twa-Dimensional Frame Analysis Toak Exempla 3.ft - 3
File Options Display
Deld& Load Case: Load Case 01 Load Train: NONE
T ASF <$&DTag 2 peformedFactor| 32 ] RN =T TR
Select a point on a member to get deformed configuration result. Stepi| 0.00jm ] o
[rY Material Parameters
e Z >
n o
Ll .
i
*

DY = 49 461

DY =-143.229

DY =-154.388

WEL [N 22 0@

H saslm v 27sm | ¥: OGid % 050/m ¥ 100m | Saap

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.
A.3 - EXEMPLO 4 — RESULTADO

Segue, na Figura 46, o exemplo 4 de uma estrutura com diferentes

combinacgdes de vinculos, esforcos e caracteristicas geométricas.



Figura 46 - Relatorio PDF da analise de vigas por Euler-Bernoulli - Exemplo 4
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TO TRANSLATE THIS DOCUMENT, DOWNLOAD THE PDF REPORT AND TRANSLATE ON https://www.onlinedoctranslator.com/pt/ (FREE - GENERATE COMPLETE PDF TRANSLATED

FILE) OR TRANSLATE ON https://translate.google.com/ (SELECT DOCUMENTS - FREE - BUT ONLY TRANSLATE TEXT)

INSTITUTO FEDERAL DE
EDUCAGAO, CIENCIA ETECNOLOGIA
SAO PAULO

NEV: Nucleo de Engenharia Virtual

Titulo: Vigas - Método de Euler-Bernoulli

Autor: Alex Sandro Silva Coelho

Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl

Tipo: Iniciagéo Cientifica com Bolsa Institucional/TCC
Curso: Engenharia Civil

Data da vers&o original: 30/11/2020

Data da ultima atualizagdo: 08/12/2021

Data da gerag&o do relatério: 10/12/2021

A estrutura a calcular é a seguinte:

15kN
13 kN/m 5 kN/m 7 kN/m 8kN/m| 6 kN/m 9 kN/m
|

o |barra0 barra 1 o barra2 | barra3 barra4 [N barra 5

<2 —— 9

LAY N

~

T kN*m 17 kN*m 8 kN*m
barra 0
L =3.000 m

E =25000.000 MPa
1=0.000133 m*4
A =0.0400 m*2

barra 1

L=4.500 m

E = 75000.000 MPa
1=0.000133 m*4
A =0.0400 m*2

barra 2

L=3.200 m

E =25000.000 MPa
1=0.000133 m*"4
A =0.0400 m*2

barra 3

L=15.000 m

E = 50000.000 MPa
1=0.000133 m*4
A =0.0400 m*2

barra 4

L=2.800 m

E =25000.000 MPa
1=0.000133 m*4
A =0.0400m*2

barra 5

L =4.000 m

E =1.000 kN/m*2
1=1.000m*4

A =1.000 m*2

Seréa desenvolvido aqui o Método da teoria de vigas de Euler-Bernoulli, conforme Proenga (2003). O modelo
proposto supde que o movimento de deformagdo que ocorre em uma viga submetida a flexdo nao altera a
geometria das segdes, que séo planas originalmente (se¢do que passa por M e P na figura 1); ou seja,
essas segdes continuardo a ser planas e ortogonais ao eixo da viga mesmo apds estarem deformadas
(secéo que passa por M’ e P’ dafigura 1), ndo importando a distancia longitudinal da extremidade.
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Figura 1 - Deformacéo de viga no modelo de Euler-Bernoulli.

Fonte: Adaptado de Proenca (2003, p. 98)

Apds o desenvolvimento matematico, partir das hipdteses acima, da Lei de Hooke, do equilibrio de forgas e
momentos e da limitagdo do problema a pequenos deslocamentos, Proenca (2003), para cada trecho de
viga delimitado pela continuidade das fun¢des dos esforgos e deslocamentos, chega a:

INTEGRAL >
N M G =gt g g s
ax* dx dx” dx
p (agdo distribuida) Q (cortante) M (momento fletor) & (giro) v (deslocamento)
- DERIVADA

Conforme Proenga (2003), quando houver alteragdes ou descontinuidade das fungdes q(x), M(x), Q(x), v(x)
ou 6(x), a viga devera ser dividida em trechos. Posto isso, os casos mais comuns decorrentes sdo:

- Apoios intermediarios;
- Agdo (forga ou momento) concentrada;
- Variagdo da rigidez a flexao.

Sendo assim, cada trecho de viga tera o equacionamento, sendo as constantes C1 a C4 determinadas em
funcdo das condigdes de contorno do trecho:
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Cortante: Qx)=—p*x + G

~

f w2
Momento Fletor: a7(x)=-| 5 7'\ |+C *x+C,

k3 7 %32
p*x ) (C*x

Giro: £*7*6(x)=-| s 1] 7- |+Cy*x+Cy
f AN 2.3\ (O %42)
Deslocamento: £* 1* w(x) = —| 2> |+| G- X 1, [S2°¥ ) csy.c
. 24 J\ & FV a )7 *

Ao final, portanto, havera um sistema de equacgoes para determinar as constantes C1 a C4 de cada trecho
ATENGAO: A PARTIR DAQUI, O PROGRAMA INTERNAMENTE TRABALHA NO SISTEMA kN-m.

Abaixo segue a resolugao.

A ordem do sistema é (4 x n° de trechos): 24

Barra 0 - N6s(0 - 1)

Modulo de Elasticidade (E): 25000000.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 0.000133m*4
Comprimento da Barra (L): 3.000m

Barra 1- N6s(1-2)

Médulo de Elasticidade (E): 75000000.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 0.000133m*"4
Comprimento da Barra (L): 4.500m

Barra 2 - N6s(2 - 3)

Mddulo de Elasticidade (E): 25000000.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 0.000133m*"4
Comprimento da Barra (L): 3.200m

Barra 3 - N6s(3 - 4)

Médulo de Elasticidade (E): 50000000.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 0.000133m*"4
Comprimento da Barra (L): 5.000m

Barra 4 - N6s(4 - 5)

Médulo de Elasticidade (E): 25000000.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 0.000133m*"4
Comprimento da Barra (L): 2.800m

Barra 5 - Nos(5 - 6)

Mddulo de Elasticidade (E): 1.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 1.000m*4
Comprimento da Barra (L): 4.000m
Condigoes de Contorno
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As condigbes de contorno que serdo aplicadas para a resolugdo dos calculos posteriores sdo adotadas
conforme o tipo de apoio que o né apresenta: movel, fixo, engaste, rétula ou livre. Ademais, elas mudam se
os apoios forem nas extremidades ou internos (para o caso de mais de uma barra na estrutura). Posto
isso, abaixo tém-se o detalhamento das caracteristicas de cada condigdo de contorno conforme o tipo de
apoio.

Para os apoios que se encontram nas extremidades da estrutra, as equagdes de condigées de contorno
sdo mais simples. Logo, usa-se:

Obs: sera utilizada a letra P para forga e M para momento concentrado.
Apoio Mdvel:

M(x) =M —>-M-g*x?/2 + C1*x+ C2=0
v(x) = 0 -—> -q*(x*4)/24*E*] + C1*x3/6*E*| + C2*x2/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| = 0

Apoio Fixo:

M(x) =M —>-M-g*x?/2 + C1*x+ C2=0
v(x) = 0 —> -q*(x"4)/24*E*| + C1*x3/6*E*| + C2*x?/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| = 0

Engaste:

8(x) = 0 —> -q*x3/6*E*| + C1*x2/2*E*| + C2*x/E*| + C3/E*| = 0
v(X) = 0 —> -q*(x"4)/24*E*| + C1*x3/6*E*| + C2*x?/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| = 0

Livre:

Q(x)=P-—>-P-g*x+C1=0
M(x) = M —>-M-q*x?/2 + C1*x+ C2=0

Roétula: Ndo é possivel haver rotulas nas extremidades de uma estrutura

Para os apoios que se encontram internamente na estrutra, as equacdes de compatibilizagao dos trechos
abordam mais caracteristicas. Desse modo, tem-se que:

Obs: sera utilizada a letra "e" para lado esquerdo do ponto e "d" para lado direito.
Apoio Mdvel:

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) =M

Be(xe) = 6d(xd) -—> -qe*xe3/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd3/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*ld + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = 0 —> -qge*(xe*4)/24*Ee*le + Cle*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 —> -qd*(xd*4)/24*Ed*|d + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*|d + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*ld = 0

Apoio Fixo:

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) =M

Be(xe) = 6d(xd) -—> -qe*xe3/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd3/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*ld + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = 0 —> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + Cle*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le = 0
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vd(xd) = 0 —> -qd*(xd"4)/24*Ed*|d + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Ild = 0
Engaste:

Be(xe) = 0 -—> -qe*xe®/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = 0

0d(xd) = 0 -—> -qd*xd3/6*Ed*Id + C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id = 0

ve(xe) = 0 —> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + Cde/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 > -qd*(xd*4)/24*Ed*|d + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Ild = 0

Rétula:

Qe(xe) - Qd(xd) = P —> (-qe*xe + Cle) - (-qd*xd + C1d) =P

Me(xe) = M —>-M - ge*xe?/2 + Cle*xe + C2e =0

Md(xd) = M —> -M - qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d = 0

ve(xe) = vd(xd) —> -qe*(xe"4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + Cde/Ee*le =
-qd*(xd*4)/24*Ed*Id + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id

Livre:

Qe(xe) - Qd(xd) = P -—> (-qe*xe + C1e) - (-qd*xd + C1d) =P

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) =M

Be(xe) = 6d(xd) -—> -qe*xe3/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd3/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = vd(xd) —> -qe*(xe"4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le =
-qd*(xd*4)/24*Ed*Id + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id

Haja vista os apoios da estrutura aqui relatada, as equagGes a serem utilizadas nos calculos sao:
N6 0 - Condigdes de contorno para Apoio Livre no primeiro né:

Parax=0
Eq. 1: Q(x) = P:-13.000*0 + C1 = 0.000

Eq. 2: M(x) = M: -13.000*0%/2 + C1*0 +C2 = -(-1.000)

N6 1 - Equagdes de compatibilizagao de trechos para Engaste interno:

Para x = 2.800

Eq. 3: Be(x) = 0: -13.000*2.8003/(6*25000000.000*0.000133) + C1e*2.800%/(2*25000000.000*0.000133) +
C2e*2.800/(25000000.000*0.000133) + C3e/(25000000.000%0.000133) = 0

Eq. 4: 8d(x) = 0: -9.000*0.0003%/ (6*75000000.000*0.000133) + C1d*0.000%/(2*75000000.000*0.000133) +
C2d*0.000/(75000000.000*%0.000133) + C3d/(75000000.000*0.000133) = 0

Eq. 5 ve(x) = 0: -13.000%(2.800%4)/ (24*25000000.000%0.000133) +  C1e*2.8003/
(6*25000000.000%0.000133) + C2e*2.800%2/  (2*25000000.000%0.000133) + C3e*2.800/
(25000000.000*0.000133) + C4e/(25000000.000%0.000133) = 0

Eq. 6: vd(x) = 0: -9.000%(0.000*4)/(24*75000000.000*0.000133) + C1d*0.0003/(6*75000000.000*0.000133)

+ C2d*0.000%/ (2*75000000.000%*0.000133) + C3d*0.000/ (75000000.000%*0.000133) + C4d/
(75000000.000*0.000133) = 0
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No6 2 - Equagdes de compatibilizagao de trechos para Apoio Mével interno:

Para x =2.800
Eq. 7: Me(x) - Md(x) = M —> (-5.000*2.8002/2 + C1e*2.800 + C2e) - (-9.000*0.000%/2 + C1d*0.000 + C2d) = -
(0.000)

Eq. 8 Be(x) = 6d(x) — > -5.000*2.800%/ (6*75000000.000%*0.000133) + C1e*2.800%
(2*75000000.000*0.000133) + C2e*2.800/(75000000.000*0.000133) + C3e/(75000000.000*0.000133) =
-9.000*0.0003%/ (6*25000000.000*0.000133) + C1d*0.000%/ (2*25000000.000*0.000133) + C2d*0.000/
(25000000.000*0.000133) + C3d/(25000000.000*%0.000133)

Eq. 9: ve(x) = 0: -5.000%(2.800*4)/(24*75000000.000*0.000133) + C1e*2.8003/(6*75000000.000*0.000133)
+ C2e*2.800%/ (2*75000000.000%*0.000133) + (C3e*2.800/ (75000000.000%0.000133) + Cde/
(75000000.000%0.000133) = 0

Eq. 10: vd(x) = 0: -9.000%(0.000"4)/ (24*25000000.000*0.000133) +  C1d*0.000%/
(6*25000000.000%0.000133) + C2d*0.0002/  (2*25000000.000*0.000133) + C3d*0.000/
(25000000.000*0.000133) + C4d/(25000000.000%0.000133) = 0

N6 3 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Apoio Fixo interno:

Para x =2.800
Eq. 11: Me(x) - Md(x) = M —> (-7.000*2.8002/2 + C1e*2.800 + C2e) - (-9.000*0.0002/2 + C1d*0.000 + C2d) =
<(17.000)

Eq. 120 @e(x) = 6d(x) — > -7.000%2.800% (6*25000000.000%0.000133) + C1e*2.800%/
(2¥25000000.000%0.000133) + C2e*2.800/ (25000000.000%0.000133) + C3e/ (25000000.000%0.000133) =
-9.000*0.000%/ (6*50000000.000*0.000133) + C1d*0.000%/ (2*50000000.000%0.000133) + C2d*0.000/
(50000000.000%0.000133) + C3d/(50000000.000*0.000133)

Eq. 13: wve(x) = 0: -7.000%(2.800%4)/ (24*25000000.000%0.000133) +  C1e*2.800%/
(6*25000000.000%0.000133) + C2e*2.800%2/  (2*25000000.000%0.000133) + C3e*2.800/
(25000000.000%0.000133) + C4e/(25000000.000*0.000133) = 0

Eq. 14: wvd(x) = 0: -9.000%(0.000%4)/ (24*50000000.000*0.000133) +  C1d*0.0003/
(6*50000000.000*0.000133) % C2d*0.0002/  (2*50000000.000%0.000133) + C3d*0.000/
(50000000.000%0.000133) + C4d/(50000000.000%0.000133) = 0

No 4 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Apoio Livre interno:

Para x = 2.800
Eq. 15: Qe(x) - Qd(x) = P —> (-8.000*2.800 + C1e) - (-9.000*0.000 + C1d) = 15.000

Eq. 16: Me(x) - Md(x) = M —> (-8.000*2.800%/2 + C1e*2.800 + C2¢) - (-9.000%0.0002/2 + C1d*0.000 + C2d) =
-(0.000)

Eq. 17: Be(x) = 6d(x) — > -8.000*2.800%/ (6*50000000.000%*0.000133) + C1e*2.800%
(2*50000000.000*0.000133) + C2e*2.800/(50000000.000%0.000133) + C3e/(50000000.000*0.000133) =
-9.000*0.0003%/ (6*25000000.000*0.000133) + C1d*0.000%/ (2*25000000.000*0.000133) + C2d*0.000/
(25000000.000*%0.000133) + C3d/(25000000.000*0.000133)

Eq. 18 ve(x) = vd(x) — > -8.000%(2.800%4)/ (24*50000000.000%0.000133) + C1e*2.800%/
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6*50000000.000%0.000133) + C2e*2.800%/  (2*50000000.000*0.000133) + C3e*2.800/
50000000.000*%0.000133) * Cde/ (50000000.000*%0.000133) = -9.000%(0.000%4)/
24*25000000.000%0.000133)  + C1d*0.0003/  (6*25000000.000*0.000133) + C2d*0.000%/
2*25000000.000*0.000133) + C3d*0.000/(25000000.000*0.000133) + C4d/(25000000.000*0.000133)

—

No 5 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Engaste interno:

Para x =2.800

Eq. 19: 6e(x) = 0: -6.000*2.8003/(6*25000000.000*0.000133) + C1e*2.8002%/(2*25000000.000*0.000133) +
C2e*2.800/(25000000.000*0.000133) + C3e/(25000000.000*0.000133) = 0

Eq. 20: 6d(x) = 0: -9.000*0.0003/(6*1.000*1.000) + C1d*0.000%/(2*1.000*1.000) + C2d*0.000/(1.000%1.000)
+C3d/(1.000%1.000) = 0

Eq. 21: wve(x) = 0: -6.000%2.800%4)/ (24*25000000.000%0.000133) +  C1e*2.800%/
(6*25000000.000%0.000133) * C2e*2.800%/  (2*25000000.000*0.000133) + C3e*2.800/
(25000000.000*0.000133) + C4e/(25000000.000*0.000133) = 0

Eq. 22: vd(x) = 0: -9.000%(0.000*4)/ (24*1.000%1.000) + C1d*0.0003/ (6*1.000*1.000) + C2d*0.0002/
(2*1.000%1.000) + C3d*0.000/(1.000*1.000) + C4d/(1.000%1.000) = 0

N6 6 - Condigdes de contorno para Apoio Livre no ultimo né:

Para x = 4.000
Eq. 23: Q(x) = P:-9.000*4.000 + C1 = 0.000

Eq. 24: M(x) = M: -9.000%4.000%/2 + C1*4.000 + C2 = -(8.000)

Montando as equag¢des num sistema global matricial do tipo A*C=B, temos:

Eq. c1.0 c20 | c30 | cao c11 c21 ca1 ca1 c12 c22 c32 caz c13 c23 c33 ca3 c14 | c24 | c3a | caa c1s c25 €35 c45 B
1 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0.000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 1000
0 0 0 0 0 0 0 [ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0017
35 %02 301 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6
4 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -0.00 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000
0 0 0 0 0 0 0100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 [
5 0.001 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0.000 | 0000 | 0013
35 35 902 301 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
[ 0.000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0000 | 0.000 | 0000 | -0.00 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0ooo | o000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000
0 0 0 0 0 0 0 0100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 )
7 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 4500 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | -1.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 5062
0 0 0 0 0 0 0 0 0 [ [ [ 0 [ 0 0 0 0 0 0 0 5
8 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0.00 | 0000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0007
0 0 0 0 02 451 100 0 0 0 0301 0 0 (] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 61
9 0.000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.001 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0008
0 0 0 0 52 02 451 100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 56
10 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | -0.00 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000
0 0 0 0 0 0 0 0 ] 0 0 0301 0 0 [ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 3200 | 1000 | 0000 | 0000 | 0000 | -1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 1884
[ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 [
12 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0001 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | -000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0011
0 0 0 0 0 0 0 0 54 962 301 0 0 0 0150 0 0 0 0 0 (] 0 0 0 5
13 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0001 | 0001 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0009
0 0 0 0 0 0 0 0 64 54 962 301 0 0 0 0 0 0 0 0 (] 0 0 0 20
14 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0150 0 0 0 0 0 0 0 0 )
15 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 1.000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | -1000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 5500
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 [ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
16 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | sooo | 1000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -1000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 100.0
[ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00
17 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0001 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0025
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 88 752 150 0 0 0 0301 0 0 0 0 0 1
18 0.000 | 0.000 | 0000 | 0.000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0003 | 0001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -000 | 0000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0031
o 0 0 0 0 0 0 0 0 [} 0 0 13 88 752 150 0 0 ] 0301 0 0 0 0 3
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19 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0006
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 18 842 301 0 0 0 0 0 60
20 0.000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -1.000 | 0000 | 0000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 [ [ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
21 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0ooo | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.001 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0004
0 0 0 0 0 0 0 0 ] ] [ [ [ 0 0 [ 10 18 842 301 0 0 0 0 62
22 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -1.000 | 0000
0 0 0 0 0 0 0 0 [] ] [ [ [ [ [ [ [ 0 0 0 0 0 0 0
23 0.000 | 0.000 | 0000 | 0.000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 36.00
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 [
24 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 4000 | 1.000 | 0.000 | 0000 | 6400
[} 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 [ [ 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Resolvendo o sistema linear de equagdes pelo Método de Gauss (vide https://vtp.ifsp.edu.br/nev/Sistema-
gauss/sistemagauss.php?), econtram-se os valores das constantes C1 a C4 de cada trecho e, portando, as

equacgdes dos esforgos de cada trecho (diagramas).

Abaixo seguem os diagramas (no sistema kN-m):

CORTANTE (kN )

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos

-26.326

-40.205

w

o

o

36.000

Cliqgue em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)

-1.42e-14
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MOMENTO (kN'm )

80.000
57 500 55853
41773
24773
15.971
. N
1.000 o

10565830

17 583201

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere).

GIRO: (rad)
-128.000

0.03891200891 -0.0083610 2.986-17
000358 0.00120276 0.00624126

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)
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DESLOCAMENTO ( mm )

0.000 HEMe-154 47 896-15 Boe-15
38.233 1.594 29.8@B.229

352000.000

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do programa ja disponivel on-line.

Como instrumento de validacdo, seguem os diagramas fornecidos pelo
software Ftool (Figuras 47 a 50).



File Options Display

D&

Figura 47 - Momento Fletor - Exemplo 4 - Ftool

I Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Tool: Exemplo 4.ftl

o

Load Case: Load Case 01

BIasA [E@Ma 205 8 sendngMoment| 355% |iimim

Select a point on a member to get bending moment result,

ks
/

-
o

o | X B

80.000

[meeoed

= H:m‘m V:lﬁ‘m X17.20m  [¥:-3.00m X
onte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

010m V: 100 m

Tn

Figura 48 - Esforco Cortante do Exemplo 4 - Ftool

# Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Teol: Exemplo 4.ftl
File Options Display

[N = ==Y I
RIAassA [H8@oa: 2 =

Select a point on a member to get shear force resutt.

Load Case: | Load Case 01

Shear Force:|  17.868  |kMN:1m

&
/7

-
.

& | X i

38.000

LIme®o6ed

Bk 2434m v 1228m [|[x2340m  |v:400m %
onte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

010m V: 100 m

T

91

- =

Load Train: NONE
=l
step[ 000 [ e

Nodal Loading
17 v
N B
K
Fx: 0.000 kN
Fy: 0.000 kN
Mz -17.000 kNm
- X

Load Train: NONE

N R T A
Step| 000 e

Nodal Loading
17 v
h g:
7
Fx:
Fy:
Mz:

Vale ressaltar que o diagrama de cortante do FTOOL convenciona positivo

abaixo, ao contrario do moédulo apresentado neste trabalho.
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Figura 49 - Giro do Exemplo 4 - Ftool

P Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Taok Exempla 4.t - X
File Options Display

bL2d& Load Case: | Load Case 01 Load Train: NONE

AT asr [d@wma B osormed Fector 00| P ONEE euwRl
Select a point on 2 member to get deformed configuration result, Stepi[ 0.00m ] v

[y Nodal Loading

v 17 ~

* Edl g

—
.
5

o | X B

4 k Fz=0.002 k
S E Rzzhan: F e Az=boomz=00n 3
=] RZ=.128.000
[
Q
®
Q
[
= 2434lm v 1226m ||x: ¥ % 010m V: 100m

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Vale ressaltar que o Ftool atribui, por convencéo, os valores de giro da

estrutura no diagrama de deslocamento.

Figura 50 - Deslocamento do Exemplo 4 - Ftool

Ff Frool - Two-Dimensional Frame Analysis Tool: Exemplo 4.5 - X
File Options Display

eSS Load Case: | Load Case 01 Load Train: NONE
RIasr @@ i Deformed Foctor [ 00 ] v M2 B s
Select a point on a member to get deformed configuration result, step:[ 000 [rin] v

& Nodal Loading

Ve 17 v

. 2 B

L &

B

x [

: Fy:

o Mz:

I oY= k
oY= 3m Iy = Y =-28.80% Iy
g DY = -352000.013
[}
Q
®
S}
=
B n[ 2a3alm v 1226m [|[x2200m |v:200m X 01Wm Y 100m

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Nota-se que os diagramas apresentados pelo Ftool coincidem com os
diagramas apresentados pelo moédulo desenvolvido neste trabalho.
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A.4 - EXEMPLO 5 - RESULTADO

Segue, na Figura 51, o exemplo 5 de uma estrutura com diferentes

combinacgdes de vinculos, esfor¢os e caracteristicas geométricas.



Figura 51 - Relatorio PDF da analise de vigas por Euler-Bernoulli - Exemplo 5

94

TO TRANSLATE THIS DOCUMENT, DOWNLOAD THE PDF REPORT AND TRANSLATE ON https://www.onlinedoctranslator.com/pt/ (FREE - GENERATE COMPLETE PDF TRANSLATED
FILE) OR TRANSLATE ON https://translate.google.com/ (SELECT DOCUMENTS - FREE - BUT ONLY TRANSLATE TEXT)

. NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Vigas - Método de Euler-Bernoulli
e Autor: Alex Sandro Silva Coelho
Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
.. EDUCACA?'HCIENCIAETECNOLOG'A Tipo: Iniciagdo Cientifica com Bolsa Institucional/TCC
anga Curso: Engenharia Civil
Data da vers&o original: 30/11/2020
Data da ultima atualizagdo: 08/12/2021
Data da gerag&o do relatério: 10/12/2021

SAO P

A estrutura a calcular é a seguinte:
27 kN T4 kN

87 kN/ 56 kN/m
\ T \ 8 kN*m

P barra 0 barral | bara2 barra 3

35 kN*m

barra 0

L=4.500 m

E =17.000 kN/m*2
1=56.000 m*4

A =14.000m*2

barra 1

L =3.000 m

E = 54.000 kN/m*2
| =38.000 m*4
A=12.000m*2

barra 2

L=6.000 m

E =36.000 kN/m*2
1=47.000 m"4

A =12.000 m*2

barra 3

L=7.000 m

E = 68.000 kN/m*2
1=67.000 m*4

A =20.000m*2

Sera desenvolvido aqui o Método da teoria de vigas de Euler-Bernoulli, conforme Proenga (2003). O modelo
proposto supde que o movimento de deformagao que ocorre em uma viga submetida a flexdo ndo altera a
geometria das segdes, que sdo planas originalmente (secdo que passa por M e P na figura 1); ou seja,
essas segOes continuardo a ser planas e ortogonais ao eixo da viga mesmo apds estarem deformadas
(secd@o que passa por M’ e P’ da figura 1), ndo importando a distancia longitudinal da extremidade.
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Figura 1 - Deformacéo de viga no modelo de Euler-Bernoulli.

Fonte: Adaptado de Proenca (2003, p. 98)

Apds o desenvolvimento matematico, partir das hipdteses acima, da Lei de Hooke, do equilibrio de forgas e
momentos e da limitagdo do problema a pequenos deslocamentos, Proenca (2003), para cada trecho de
viga delimitado pela continuidade das fun¢des dos esforgos e deslocamentos, chega a:

INTEGRAL >
N M G =gt g g s
ax* dx dx” dx
p (agdo distribuida) Q (cortante) M (momento fletor) & (giro) v (deslocamento)
- DERIVADA

Conforme Proenga (2003), quando houver alteragdes ou descontinuidade das fungdes q(x), M(x), Q(x), v(x)
ou 6(x), a viga devera ser dividida em trechos. Posto isso, os casos mais comuns decorrentes sdo:

- Apoios intermediarios;
- Agdo (forga ou momento) concentrada;
- Variagdo da rigidez a flexao.

Sendo assim, cada trecho de viga tera o equacionamento, sendo as constantes C1 a C4 determinadas em
funcdo das condigdes de contorno do trecho:
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Cortante: Qx)=—p*x + G

f w2
Momento Fletor: a7(x)=-| p)'\ |+C *x+C,

/ %3\ ¢ &2
p*x ) (C*x

Giro: 5'1*5’(-")=‘5 s 1’1l 3 [+Cy*x+C;
g AN i 2 3\ (o *+2)
Deslocamento: £* 1% v(x) = —| £ Whieww Mi e [+Cy*x+C
L 24 JL 6 J\ 2 )7 .

Ao final, portanto, havera um sistema de equacgoes para determinar as constantes C1 a C4 de cada trecho
ATENGAO: A PARTIR DAQUI, O PROGRAMA INTERNAMENTE TRABALHA NO SISTEMA kN-m.

Abaixo segue a resolugao.

A ordem do sistema é (4 x n° de trechos): 16

Barra 0 - N6s(0 - 1)

Mddulo de Elasticidade (E): 17.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 56.000m*4
Comprimento da Barra (L): 4.500m

Barra 1- N6s(1-2)

Mddulo de Elasticidade (E): 54.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 38.000m*4
Comprimento da Barra (L): 3.000m

Barra 2 - N6s(2 - 3)

Mddulo de Elasticidade (E): 36.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 47.000m*4
Comprimento da Barra (L): 6.000m

Barra 3 - N6s(3 - 4)

Médulo de Elasticidade (E): 68.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 67.000m*4
Comprimento da Barra (L): 7.000m

Condigbes de Contorno

As condigbes de contorno que serdo aplicadas para a resolugdo dos cdlculos posteriores sdo adotadas
conforme o tipo de apoio que o n6 apresenta: movel, fixo, engaste, rétula ou livre. Ademais, elas mudam se
os apoios forem nas extremidades ou internos (para o caso de mais de uma barra na estrutura). Posto
isso, abaixo tém-se o detalhamento das caracteristicas de cada condigdo de contorno conforme o tipo de
apoio.

Para os apoios que se encontram nas extremidades da estrutra, as equagoes de condigées de contorno
sdo mais simples. Logo, usa-se:

Obs: sera utilizada a letra P para forga e M para momento concentrado.
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Apoio Movel:

M(x) =M —>-M-g*x2/2 + C1*x+ C2=0
v(x) = 0 —> -q*(x*4)/24*E*] + C1*x3/6*E*| + C2*x2/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| = 0

Apoio Fixo:

M(X) = M —>-M - g*x2/2 + CT*x + C2 = 0
V(X) = 0 —> q*(x*4)/24*E*] + C1*x3/6*E*| + C2*x?/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| = 0

Engaste:

B(x) = 0 —> -q*x3/6*E*| + C1*x2/2*E*l + C2*x/E*| + C3/E*| = 0
v(x) = 0 -—> -q*(x*4)/24*E*] + C1*x3/6*E*| + C2*x2/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| = 0

Livre:

Q(x)=P-—>-P-gq*x+C1=0
M(x) = M —> -M - g*x2/2 + C1*x + C2 = 0

Rétula: Nao é possivel haver rétulas nas extremidades de uma estrutura

Para os apoios que se encontram internamente na estrutra, as equagdes de compatibilizagdo dos trechos
abordam mais caracteristicas. Desse modo, tem-se que:

Obs: sera utilizada a letra "e" para lado esquerdo do ponto e "d" para lado direito.
Apoio Mdvel:

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) =M

Be(xe) = 6d(xd) -—> -qe*xe3/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd3/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = 0 —> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + Cle*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 —> -qd*(xd*4)/24*Ed*|d + C1d*xd?/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Ild = 0

Apoio Fixo:

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) =M

Be(xe) = 6d(xd) -—> -qe*xe3/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd3/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = 0 —> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + Cde/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 —> -qd*(xd"4)/24*Ed*|d + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id = 0

Engaste:

Be(xe

~

0 —>-qe*xe3/6*Ee*le + Cle*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = 0

6d(xd) = 0 —> -qd*xd3/6*Ed*Id + C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*|d + C3d/Ed*Id = 0

ve(xe) = 0 —> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + Cde/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 —> -qd*(xd*4)/24*Ed*Id + C1d*xd3/6*Ed*|d + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id = 0
Rétula:
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Qe(xe) - Qd(xd) = P —> (-ge*xe + C1e) - (-qd*xd + C1d) =P

Me(xe) = M —>-M - ge*xe?/2 + Cle*xe + C2e = 0

Md(xd) = M —>-M - qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d = 0

ve(xe) = vd(xd) —> -qe*(xe"4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le =
-qd*(xd"4)/24*Ed*Id + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id

Livre:

Qe(xe) - Qd(xd) = P —> (-qe*xe + C1e) - (-qd*xd + C1d) =P

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) = M

Be(xe) = Bd(xd) —> -qe*xe®/6*Ee*le + Cle*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd®/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*ld + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = vd(xd) —> -qe*(xe"4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + Cde/Ee*le =
-qd*(xd"4)/24*Ed*Id + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id

Haja vista os apoios da estrutura aqui relatada, as equagées a serem utilizadas nos calculos sao:

N6 0 - Condigdes de contorno para Engaste no primeiro no:

Parax=0

Eq. 1: 6(x) = 0: -87.000*03/ (6*17.000*56.000) + C1*0%/(2*17.000*56.000) + C2*0/ (17.000*56.000) + C3/
(17.000*56.000) = 0

Eq. 2: v(x) = 0: -87.000%(0*4)/(24*17.000*56.000) + C1*0%/(6*17.000%56.000) + C2*0%/(2*17.000%56.000) +
C3*0/(17.000%56.000) + C4/(17.000*56.000) = 0

N6 1 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Apoio Livre interno:

Para x = 6.000
Eq. 3: Qe(x) - Qd(x) = P —> (-87.000*6.000 + C1e) - (-0.000*0.000 + C1d) = 27.000

Eq. 4: Me(x) - Md(x) = M —> (-87.000%6.000%/2 + C1e*6.000 + C2¢) - (-0.000%0.000/2 + C1d*0.000 + C2d) =
-(0.000)

Eq. 5: 6e(x) = 6d(x) —> -87.000%6.0003/(6*17.000*56.000) + C1e*6.0002/(2*17.000*56.000) + C2e*6.000/
(17.000*56.000) + C3e/ (17.000%56.000) = -0.000*0.0003/ (6*54.000*38.000) + C1d*0.000%/
(2*54.000*38.000) + C2d*0.000/(54.000*38.000) + C3d/(54.000*38.000)

Eq. 6: ve(x) = vd(x) — > -87.000%(6.000*4)/ (24*17.000*56.000) + C1e*6.000%/ (6*17.000%56.000) +
C2e*6.000%/(2*17.000%*56.000) + C3e*6.000/(17.000%*56.000) + C4e/(17.000%*56.000) = -0.000%(0.000"4)/
(24*54.000*38.000) + C1d*0.0003/ (6*54.000*38.000) + C2d*0.000%/ (2*54.000*38.000) + C3d*0.000/
(54.000*38.000) + C4d/(54.000*38.000)

No 2 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Apoio Livre interno:

Para x = 6.000
Eq. 7: Qe(x) - Qd(x) = P —> (-0.000*6.000 + C1e) - (-0.000*0.000 + C1d) = 0.000

Eq. 8: Me(x) - Md(x) = M —> (-0.000%6.0002/2 + C1e*6.000 + C2e) - (-0.000%0.0002/2 + C1d*0.000 + C2d) = -
(35.000)
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Eq. 9: Be(x) = 8d(x) —> -0.000*6.000%/ (6*54.000*38.000) + C1e*6.000%/ (2*54.000*38.000) + C2e*6.000/
(54.000%38.000) + C3e/ (54.000*38.000) = -0.000%0.000% (6*36.000*47.000) + C1d*0.000%/
(2*36.000*47.000) + C2d*0.000/(36.000*47.000) + C3d/(36.000*47.000)

Eq. 10: ve(x) = vd(x) — > -0.000%(6.000"4)/ (24*54.00038.000) + C1e*6.0003/ (6*54.000%38.000) +
C2¢*6.000%/ (2*54.000*38.000) + C3e*6.000/ (54.000*38.000) + Cde/(54.000*38.000) = -0.000*(0.0004)/
(24*36.000*47.000) + C1d*0.000%/ (6*36.000*47.000) + C2d*0.000/ (2*36.000%47.000) + C3d*0.000/
(36.000*47.000) + C4d/(36.000*47.000)

No 3 - Equagdes de compatibilizagao de trechos para Apoio Mével interno:

Para x = 6.000

Eqg. 11: Me(x) - Md(x) = M —> (-56.000*6.000%/2 + C1e*6.000 + C2e) - (-0.000*0.000%/2 + C1d*0.000 + C2d)
=-(0.000)

Eq. 12: Be(x) = 6d(x) —> -56.000*6.0003/ (6*36.000*47.000) + C1e*6.0002/(2*36.000*47.000) + C2e*6.000/
(36.000*47.000) + C3e/ (36.000*47.000) = -0.000*0.000%/ (6*68.000*67.000) + C1d*0.000%/
(2*68.000*67.000) + C2d*0.000/(68.000*67.000) + C3d/(68.000*67.000)

Eq. 13: ve(x) = 0: -56.000%(6.000"4)/ (24*36.000*47.000) + C1e*6.0003/(6*36.000*47.000) + C2e*6.000%/
(2*36.000*47.000) + C3e*6.000/(36.000*47.000) + C4e/(36.000%47.000) = 0

Eqg. 14: vd(x) = 0: -0.000%(0.000"4)/ (24*68.000*67.000) + C1d*0.0003/ (6*68.000*67.000) + C2d*0.0002/
(2*68.000*67.000) + C3d*0.000/(68.000*67.000) + C4d/(68.000*67.000) = 0

N6 4 - Condigdes de contorno para Apoio Livre no dltimo noé:

Para x =7.000
Eqg. 15: Q(x) = P:-0.000*7.000 + C1 = 14.000

Eq. 16: M(x) = M: -0.000%7.000%/2 + C1*7.000 + C2 = -(-28.000)

Montando as equagdes num sistema global matricial do tipo A*C=B, temos:

Eq. C1,0 C20 C3,0 C4,0 Cc1,1 C21 C31 C41 C1,2 C2,2 C32 C42 C13 C23 Cc33 C4,3 B

1 0.000 | 0.000 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
0 0 05 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
0 0 0 05 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -1.00 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 418.5
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00

4 [ 4500 [ 1.000 | 0.000 | 0.000 [ 0.000 [ -1.00 [ 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 [ 0.000 | 0.000 [ 0.000 | 0.000 | 880.8
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 75

5 | 0010 | 0.004 | 0.001 [ 0.000 [ 0.000 | 0.000 | -0.00 | 0.000 [ 0.000 [ 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 [ 0.000 | 0.000 | 1.388

6 73 05 0 0 0 0487 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0.016 | 0.010 | 0.004 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -0.00 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.561
0 6 73 | o5 0 0 0o |oas7| o 0 0 0 0 0 0 0

7 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 [ 1.000 [ 0.000 | 0.000 | 0.000 | -1.00 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

8 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 [ 3.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -1.00 | 0.000 | 0.000 | 0.000 [ 0.000 | 0.000 | 0.000 | -35.0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00

9 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.002 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -0.00 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
0 0 0 0 19 | 46 | 487 | o 0 0o |os91| o 0 0 0 0 0

10 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.002 | 0.002 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -0.00 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
0 0 0 0 19 19 46 487 0 0 0 0591 0 0 0 0 0
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11 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 6.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -1.00 | 0.000 | 0.000 | 1008.
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 000

12 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.010 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -0.00 | 0.000 | 1.191
0 0 0 0 0 0 0 0 6 55 591 0 0 0 0219 0

13 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.021 | 0.010 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.787
0 0 0 0 0 0 0 0 3 6 55 591 0 0 0 0

14 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -0.00 | 0.000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0219 0

15 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 [ 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 14.00
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

16 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 7.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 28.00
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Resolvendo o sistema linear de equagées pelo Método de Gauss (vide https://vtp.ifsp.edu.br/nev/Sistema-
gauss/sistemagauss.php?), econtram-se os valores das constantes C1 a C4 de cada trecho e, portando, as
equacdes dos esforgos de cada trecho (diagramas).

Abaixo seguem os diagramas (no sistema kN-m):

CORTANTE (kN )

-273.864

1 14.000 14.000
84138 62136

480.636

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)
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MOMENTO ( kN*m )
938.213

70.000

\I\ 28.000

343.77:

§36. 653

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere).

GIRO: (rad)

114802 1.363 [1.369

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)

8de9
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DESLOCAMENTO ( mm )
-9610.644

O100de-11

3873085~ /

531238033

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do programa ja disponivel on-line.

Nota-se que os diagramas apresentados pelo Ftool coincidem com os
diagramas apresentados pelo modulo desenvolvido neste trabalho. Como instrumento

de validacdo, seguem os diagramas fornecidos pelo software Ftool (Figuras 52 a 55).



Figura 52 - Momento Fletor - Exemplo 5 - Ftool

103

F Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Took: Exemplo 5.1 - X
File Options Display
Ded& Load Case: Load Case 01 Lozd Train: NONE
I A sFHA <$&Dd; bl Bending Moment[ 457665 | him:1 m [ ] Moo B s ]~
Select a point on a member to get bending moment result. StEp:m IE| 6D
% Material Parameters
s 17 ~
* | Bz
L g
s
x B
938.213 Vi
o 010 /°C
70,000
K AN 26.000
343778
530.183 565 388 655
=]
@
Q
&
&
=
= H:m V:m %:3.80 m Y011 m Grid % 050/m ¥ 1.00m Snap
Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.
Figura 53 - Esforgo Cortante do Exemplo 5 - Ftool
F Ftaol - Taa-Dimensianal Frame Analysis Tol: Ecempla 5.7 — X
File Options Display
DEeEd &8 Load Case: | Load Case 01 Load Train: NOME
I AaAsFA o WMl § load Shaaanrca‘kN‘1m ] ?b = e|»(|'5 —
Select a point on a member to get shear force result Step:| 0.00m i
[rS Material Parameters
Ve 17 -
" B
Ld o
ES
® B
480 636 Vi
@
e 62136
i T 14 000
E
-273.864
=]
@
Qa
®
a
=
=k 29slm v 1055m ||[x Y: CGrd % 050m ¥  100m [ IShap

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Vale ressaltar que o diagrama de cortante do FTOOL convenciona positivo

abaixo, ao contrario do moédulo apresentado neste trabalho.
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Figura 54 - Giro do Exemplo 5 - Ftool

Ff Ftool - Twa-Dimensional Frame Analysis Toak Exempla 5.ft - 3
File Options Display
Deld& Load Case: Load Case 01 Load Train: NONE
T ASF <$&DTag 2 peformedFactor| 02 ] RN =T TR 1
Select a point on a member to get deformed configuration result. Stepi| 0.00jm ] o
[rY Material Parameters
s 17 ~
n o
Ll .
2
S E
RZ =1.359 v
-
RZ =1
K 02
RZ = 1723
RZ=-077
RZ=-0072
=]
(]
Q
&
CY
=
B 2095jm W[ 1055m | [xessm  |wsiTm CGid % 050m ¥  100m | Snap

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Vale ressaltar que o Ftool atribui, por convencdo, os valores de giro da

estrutura no diagrama de deslocamento.

Figura 55 - Deslocamento do Exemplo 5 - Ftool

F Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Tocl: Exemplo 5.ftl - X
File Options Display
= = Load Case: Load Case 01 Load Train: NONE
IAasFA @O o= Deformed Factor| 02 | ] [N as [
Select a point on a member to get deformed configuration result, Stepi| 0.00jm ] o
[y Material Parameters
Ve 7 ~
* h| 2
Rl fa
i
x E: 17.000 kN/m
DY = 9610.644 00
2 010 /°C
R \LN
DY =-3872085
DY¥-=56122653
=]
(]
Q
&
Q
=

% 16.86 m ¥:2.76 m

CGrd %

0.50|m ¥:

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Nota-se que os diagramas apresentados pelo Ftool coincidem com os

diagramas apresentados pelo modulo desenvolvido neste trabalho.
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A.5 - EXEMPLO 6 — RESULTADO

Segue, na Figura 56, o exemplo 6 - uma estrutura com 15 nos (14 trechos) e

diferentes combinac¢des de vinculos, esfor¢os e caracteristicas geométricas.
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Figura 56 - Relatorio PDF da analise de vigas por Euler-Bernoulli - Exemplo 6

TO TRANSLATE THIS DOCUMENT, DOWNLOAD THE PDF REPORT AND TRANSLATE ON https://www.onlinedoctranslator.com/pt/ (FREE - GENERATE COMPLETE PDF TRANSLATED
FILE) OR TRANSLATE ON https://translate.google.com/ (SELECT DOCUMENTS - FREE - BUT ONLY TRANSLATE TEXT)

. NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Vigas - Método de Euler-Bernoulli
e Autor: Alex Sandro Silva Coelho
Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
.. E?:’«CACAO' CIENCIAETECNOLOGIA Tipo: Iniciagdo Cientifica com Bolsa Institucional/TCC
Curso: Engenharia Civil
Data da vers&o original: 30/11/2020
Data da ultima atualizagdo: 08/12/2021
Data da gerag&o do relatério: 10/12/2021

A estrutura a calcular é a seguinte:
68 kN 45 kN 2 kN 54 kN5 kN

21 kNRIN*m 68 kN*m

barra 0

L=1.000 m

E = 35000.000 kN/m*2
1=0.00213 m*4
A=0.160 m*2

barra 1

L=1.00m

E =35000.000 kN/m*2
1=0.00213 m*4
A=0.160 m*2

barra 2

L=1.000 m

E =35000.000 kN/m*2
1=0.00213 m*4
A=0.160 m*2

barra 3

L=1.00m

E =35000.000 kN/m*2
1=0.00213 m*4
A=0.160 m*2

barra 4

L=1.000 m

E = 35000.000 kN/m*2
1=0.00213 m*4
A=0.160 m*2

barra 5

L=1.000 m

E = 35000.000 kN/m*2
1=0.00213 m*4
A=0.160 m*2

barra 6

L=1.000 m

E =35000.000 kN/m*2
1=0.00213 m"4
A=0.160 m*2

barra 7

L=1.000 m

E =35000.000 kN/m*2
1=0.00213 m*4
A=0.160 m*2

barra 8
L=1.000 m

1de14

Devido ao fato de a estrutura possuir muitos nds préximos, os textos ficaram
sobrepostos. Entretanto pode-se visualizar a estrutura com mais nitidez na Figura 57,

desenhada no Ftool.
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E = 35000.000 kN/m*2
1=0.00213 m*4
A=0.160 m*2

barra 9

L=1.000 m

E =35000.000 kN/m*2
1=0.00213 m*4
A=0.160 m*2

barra 10

L=1.00m

E =35000.000 kN/m*2
1=0.00213 m*4
A=0.160 m*2

barra 11

L=1.000 m

E =35000.000 kN/m*2
1=0.00213 m*4
A=0.160 m*2

barra 12

L=1.00m

E = 35000.000 kN/m*2
1=0.00213 m*4
A=0.160 m*2

barra 13

L=1.00m

E = 35000.000 kN/m*2
1=0.00213 m*4
A=0.160 m*2

barra 14

L=1.000 m

E =35000.000 kN/m*2
1=0.00213 m*4
A=0.160 m*2

Sera desenvolvido aqui o Método da teoria de vigas de Euler-Bernoulli, conforme Proenga (2003). O modelo
proposto supde que o movimento de deformagdo que ocorre em uma viga submetida a flexdo néo altera a
geometria das segdes, que séo planas originalmente (segdo que passa por M e P na figura 1); ou seja,
essas segOes continuardo a ser planas e ortogonais ao eixo da viga mesmo apds estarem deformadas
(sec@o que passa por M’ e P’ da figura 1), ndo importando a distancia longitudinal da extremidade.

Figura 1 - Deformacéo de viga no modelo de Euler-Bernoulli.

Fonte: Adaptado de Proenca (2003, p. 98)

Apods o desenvolvimento matematico, partir das hipoteses acima, da Lei de Hooke, do equilibrio de forgas e
momentos e da limitagdo do problema a pequenos deslocamentos, Proenca (2003), para cada trecho de
viga delimitado pela continuidade das fungdes dos esforgos e deslocamentos, chega a:

2de14
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INTEGRAL >
N o M_0  M=E1+TYD g g PO pageny
ax* dx ax” dx
p (acgdo distribuida) Q (cortante) M (momento fletor) & (giro) v (deslocamento)
- DERIVADA

Conforme Proenga (2003), quando houver alteragdes ou descontinuidade das fungdes q(x), M(x), Q(x), v(x)
ou 6(x), a viga devera ser dividida em trechos. Posto isso, os casos mais comuns decorrentes sdo:

- Apoios intermediarios;
- Agdo (forca ou momento) concentrada;
- Variagao da rigidez a flexao.

Sendo assim, cada trecho de viga tera o equacionamento, sendo as constantes C1 a C4 determinadas em
fungéo das condigdes de contorno do trecho:

Cortante: AX)=-p*x + G

A S
Momento Fletor: A7(x) =-| pzl |l+c,*x+C,
) ,- x.3Y / 2.2
Giro: £*7%6(x)=—| £ || G2 Lase,
ol 4N 2.3\ ¥ e 5§
Deslocamento: E* 1* v(x) = —| £ e W (e [+C;*x+C
Lzs )L 6 )L 2 )} !

/ /

Ao final, portanto, havera um sistema de equagdes para determinar as constantes C1 a C4 de cada trecho
ATENGAO: A PARTIR DAQUI, O PROGRAMA INTERNAMENTE TRABALHA NO SISTEMA kN-m.

Abaixo segue a resolugao.

A ordem do sistema é (4 x n° de trechos): 60

Barra 0 - N6s(0 - 1)

Mddulo de Elasticidade (E): 35000.000kN/m?

Momento de Inércia (1): 0.00213m*4
Comprimento da Barra (L): 1.000m

Barra 1- No6s(1-2)

Mddulo de Elasticidade (E): 35000.000kN/m?
Momento de Inércia (1): 0.00213m*4
Comprimento da Barra (L): 1.00m

3de14
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Barra 2 - N6s(2 - 3)

Mddulo de Elasticidade (E): 35000.000kN/m?
Momento de Inércia (1): 0.00213m*4
Comprimento da Barra (L): 1.000m

Barra 3 - N6s(3 - 4)

Mddulo de Elasticidade (E): 35000.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 0.00213m*4
Comprimento da Barra (L): 1.00m

Barra 4 - N6s(4 - 5)

Médulo de Elasticidade (E): 35000.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 0.00213m*4
Comprimento da Barra (L): 1.000m

Barra 5 - Nos(5 - 6)

Mddulo de Elasticidade (E): 35000.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 0.00213m*4
Comprimento da Barra (L): 1.000m

Barra 6 - Nos(6 - 7)

Modulo de Elasticidade (E): 35000.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 0.00213m*4
Comprimento da Barra (L): 1.000m

Barra 7 - N6s(7 - 8)

Mddulo de Elasticidade (E): 35000.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 0.00213m*4
Comprimento da Barra (L): 1.000m

Barra 8 - N6s(8 - 9)

Mddulo de Elasticidade (E): 35000.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 0.00213m*4
Comprimento da Barra (L): 1.000m

Barra 9 - N6s(9 - 10)

Mddulo de Elasticidade (E): 35000.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 0.00213m*4
Comprimento da Barra (L): 1.000m

Barra 10 - N6s(10-11)

Mddulo de Elasticidade (E): 35000.000kN/m?
Momento de Inércia (1): 0.00213m*4
Comprimento da Barra (L): 1.00m

Barra 11 - No6s(11-12)

Mddulo de Elasticidade (E): 35000.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 0.00213m*4
Comprimento da Barra (L): 1.000m

Barra 12 - N6s(12 - 13)
Mddulo de Elasticidade (E): 35000.000kN/m?

4de14
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Momento de Inércia (I): 0.00213m*4
Comprimento da Barra (L): 1.00m

Barra 13- N6s(13 - 14)

Mddulo de Elasticidade (E): 35000.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 0.00213m*4
Comprimento da Barra (L): 1.00m

Barra 14 - N6s(14 - 15)

Mddulo de Elasticidade (E): 35000.000kN/m?
Momento de Inércia (I): 0.00213m*4
Comprimento da Barra (L): 1.000m

Condigbes de Contorno

As condigbes de contorno que serdo aplicadas para a resolugdo dos calculos posteriores sdo adotadas
conforme o tipo de apoio que o né apresenta: movel, fixo, engaste, rétula ou livre. Ademais, elas mudam se
os apoios forem nas extremidades ou internos (para o caso de mais de uma barra na estrutura). Posto
isso, abaixo tém-se o detalhamento das caracteristicas de cada condigdo de contorno conforme o tipo de

apoio.

Para os apoios que se encontram nas extremidades da estrutra, as equagoes de condi¢oes de contorno

sdo mais simples. Logo, usa-se:
Obs: sera utilizada a letra P para forga e M para momento concentrado.
Apoio Mdvel:

M(x) = M —> -M - g*x2/2 + CT*x + C2 = 0
V(X) = 0 —> -q*(xM4)/24*E*] + CT*x3/6*E*] + C2*x2/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| = 0

Apoio Fixo:

M(x) =M —>-M - g*x2/2 + C1*x+ C2=0
V(X) = 0 -—> -q*(x"4)/24*E*| + C1*x3/6*E*| + C2*x?/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| = 0

Engaste:

B(x) = 0 —> -q*x3/6*E*| + C1*x?/2*E*l + C2*x/E*| + C3/E*| = 0
V(x) = 0 -—> -q*(x"4)/24*E*| + C1*x3/6*E*| + C2*x?/2*E*| + C3*x/E*| + C4/E*| = 0

Livre:

Q(x)=P-—->-P-g*x+C1=0
M(x) =M —>-M-g*x?/2 + C1*x+ C2=0

Roétula: Nao é possivel haver rotulas nas extremidades de uma estrutura

Para os apoios que se encontram internamente na estrutra, as equagdes de compatibilizagdo dos trechos

abordam mais caracteristicas. Desse modo, tem-se que:

Obs: sera utilizada a letra "e" para lado esquerdo do ponto e "d" para lado direito.

5de 14




111

Apoio Movel:

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) = M

Be(xe) = 6d(xd) -—> -qe*xe3/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd3/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*ld + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = 0 —> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + Cde/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 > -qd*(xd*4)/24*Ed*|d + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Ild = 0

Apoio Fixo:

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) = M

Be(xe) = 6d(xd) -—> -qe*xe3/6*Ee*le + Cle*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd3/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = 0 —> -qe*(xe*4)/24*Ee*le + Cle*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 -—> -qd*(xd*4)/24*Ed*|d + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Ild = 0

Engaste:

Be(xe) = 0 > -qe*xe®/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = 0

8d(xd) = 0 -—> -qd*xd3/6*Ed*Id + C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*|d + C3d/Ed*Id = 0

ve(xe) = 0 —> -qge*(xe*4)/24*Ee*le + Cle*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + C4e/Ee*le = 0
vd(xd) = 0 —> -qd*(xd"4)/24*Ed*|d + C1d*xd%*/6*Ed*|d + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Ild = 0

Rétula:

Qe(xe) - Qd(xd) = P —> (-qe*xe + C1e) - (-qd*xd + C1d) =P

Me(xe) = M —>-M - ge*xe?/2 + Cle*xe + C2e = 0

Md(xd) = M —>-M - qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d = 0

ve(xe) = vd(xd) —> -qe*(xe"4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + Cde/Ee*le =
-qd*(xd*4)/24*Ed*Id + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id

Livre:

Qe(xe) - Qd(xd) = P —> (-qe*xe + C1e) - (-qd*xd + C1d) =P

Me(xe) - Md(xd) = M —> (-qe*xe?/2 + Cle*xe + C2e) - (-qd*xd?/2 + C1d*xd + C2d) = M

Be(xe) = 6d(xd) -—> -qe*xe3/6*Ee*le + C1e*xe?/2*Ee*le + C2e*xe/Ee*le + C3e/Ee*le = -qd*xd3/6*Ed*Id +
C1d*xd?/2*Ed*Id + C2d*xd/Ed*Id + C3d/Ed*Id

ve(xe) = vd(xd) —> -qe*(xe"4)/24*Ee*le + C1e*xe3/6*Ee*le + C2e*xe?/2*Ee*le + C3e*xe/Ee*le + Cde/Ee*le =
-qd*(xd*4)/24*Ed*Id + C1d*xd3/6*Ed*Id + C2d*xd?/2*Ed*Id + C3d*xd/Ed*Id + C4d/Ed*Id

Haja vista os apoios da estrutura aqui relatada, as equagées a serem utilizadas nos calculos sao:
N6 0 - Condigdes de contorno para Apoio Mével no primeiro no:

Parax=0
Eq. 1: M(x) = M: -0.000 - 0.000*0%/2 + C1*0+ C2 =0

Eq. 20 v(x) = 0: -0.000%(0*4)/ (24*35000.000%0.00213) + C1*03/ (6*35000.000%0.00213) + C2*02/
(2*35000.000%0.00213) + C3*0/(35000.000%0.00213) + C4/(35000.000%0.00213) = 0

N6 1 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Apoio Livre interno:

6de 14
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Parax=1.00
Eq. 3: Qe(x) - Qd(x) = P —> (-0.000*1.00 + C1e) - (-0.000*0.000 + C1d) = 0.000

Eq. 4: Me(x) - Md(x) = M —> (-0.000%1.002/2 + C1e*1.00 + C2e) - (-0.000*0.000%/2 + C1d*0.000 + C2d) = -
(0.000)

Eq. 5: Be(x) = 8d(x) — > -0.000*1.00%/ (6*35000.000*0.00213) + C1e*1.00%/ (2*35000.000%0.00213) +
C2e*1.00/ (35000.000%0.00213) + C3e/ (35000.000%0.00213) = -0.000*0.000%/ (6*35000.000%0.00213) +
C1d*0.0002/(2*35000.000%0.00213) + C2d*0.000/(35000.000%0.00213) + C3d/(35000.000%0.00213)

Eq. 6: ve(x) = vd(x) —> -0.000*(1.00°4)/ (24*35000.000%0.00213) + C1e*1.00%/ (6*35000.000*0.00213) +
C2e*1.00%/ (2*35000.000%0.00213) + C3e*1.00/ (35000.000*0.00213) + Cde/ (35000.000%0.00213) =
-0.000%(0.000%4)/ (24*35000.000%0.00213) + C1d*0.000%/ (6*35000.000%0.00213) + C2d*0.0002/
(2*35000.000%0.00213) + C3d*0.000/(35000.000*0.00213) + C4d/(35000.000*0.00213)

No 2 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Apoio Mével interno:
Parax =1.00

Eq. 7: Me(x) - Md(x) = M —> (-1.000%1.002/2 + C1e*1.00 + C2e) - (-0.000*0.000%/2 + C1d*0.000 + C2d) = -
(0.000)

Eq. 8: Be(x) = 6d(x) -—> -1.000*1.00%/ (6*35000.000*0.00213) + C1e*1.00%/ (2*35000.000*0.00213) +
C2e*1.00/ (35000.000*0.00213) + C3e/ (35000.000%0.00213) = -0.000*0.0003%/ (6*35000.000%0.00213) +
C1d*0.000%/(2*35000.000*0.00213) + C2d*0.000/(35000.000*0.00213) + C3d/(35000.000%0.00213)

Eq. 9: ve(x) = 0: -1.000%(1.00"4)/ (24*35000.000*0.00213) + C1e*1.00%/ (6*35000.000*0.00213) +
C2e*1.00%/(2*35000.000%0.00213) + C3e*1.00/(35000.000%0.00213) + C4e/(35000.000*0.00213) = 0

Eq. 10: vd(x) = 0: -0.000%(0.000*4)/ (24*35000.000*0.00213) + C1d*0.0003/ (6*35000.000*0.00213) +
C2d*0.000%/(2*35000.000*%0.00213) + C3d*0.000/(35000.000%0.00213) + C4d/(35000.000%0.00213) = 0

No6 3 - Equagdes de compatibilizagao de trechos para Engaste interno:

Para x=1.00

Eq. 11: 6e(x) = 0: -7.000%1.003/ (6*35000.000*0.00213) + C1e*1.00%/(2*35000.000*0.00213) + C2e*1.00/
(35000.000*0.00213) + C3e/(35000.000%*0.00213) = 0

Eq. 12: 6d(x) = 0: -0.000*0.0003/ (6*35000.000*0.00213) + C1d*0.000%/ (2*35000.000*0.00213) +
C2d*0.000/(35000.000%0.00213) + C3d/(35000.000%0.00213) = 0

Eq. 13: ve(x) = 0: -7.000%(1.00*4)/ (24*35000.000*0.00213) + C1e*1.00%/ (6*35000.000%0.00213) +
C2e*1.002/(2*35000.000%0.00213) + C3e*1.00/(35000.000%0.00213) + C4e/(35000.000*0.00213) = 0

Eq. 14: vd(x) = 0: -0.000%(0.000*4)/ (24*35000.000*0.00213) + C1d*0.0003/ (6*35000.000%0.00213) +
€2d*0.000%/(2*35000.000*%0.00213) + C3d*0.000/(35000.000*0.00213) + C4d/(35000.000%0.00213) = 0

No 4 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Rétula:

Para x =1.00
Eq. 15: Qe(x) - Qd(x) = P —> (-80.000%1.00 + C1e) - (-0.000*0.000 + C1d) = 0.000
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Eq. 16: Me(x) = 0: -(0.000) - 80.000%1.002/2 + C1e*1.00 + C2e = 0
Eq. 17: Md(x) = 0:-(0.000) - 0.000%0.000%/2 + C1d*0.000 + C2d = 0

Eq. 18: ve(x) = vd(x) —> -80.000*(1.00%4)/(24*35000.000%0.00213) + C1e*1.00%/(6*35000.000*0.00213) +
C2e*1.00%/ (2*35000.000%0.00213) + C3e*1.00/ (35000.000%0.00213) + Cde/ (35000.000%0.00213) =
-0.000%(0.000%4)/ (24*35000.000%0.00213) + C1d*0.000%/ (6*35000.000%0.00213) + C2d*0.0002/
(2*35000.000%0.00213) + C3d*0.000/(35000.000%0.00213) + C4d/(35000.000*0.00213)

N6 5 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Apoio Livre interno:

Parax=1.00
Eq. 19: Qe(x) - Qd(x) = P > (-0.000*1.00 + C1e) - (-0.000*0.000 + C1d) = 45.000

Eq. 20: Me(x) - Md(x) = M —> (-0.000*1.002/2 + C1e*1.00 + C2e) - (-0.000*0.0002/2 + C1d*0.000 + C2d) = -
(0.000)

Eq. 21: Be(x) = 6d(x) — > -0.000*1.00%/ (6*35000.000%0.00213) + C1e*1.002/ (2*35000.000%0.00213) +
C2e*1.00/ (35000.000*0.00213) + C3e/ (35000.000*0.00213) = -0.000*0.0003%/ (6*35000.000%0.00213) +
C1d*0.000%/(2*35000.000%0.00213) + C2d*0.000/(35000.000*0.00213) + C3d/(35000.000%0.00213)

Eq. 22: ve(x) = vd(x) —> -0.000%*(1.00*4)/(24*35000.000*0.00213) + C1e*1.003/(6*35000.000*0.00213) +
C2e*1.00%/ (2*35000.000%0.00213) + C3e*1.00/ (35000.000%0.00213) + C4e/ (35000.000*0.00213) =
-0.000%(0.000"4)/ (24*35000.000%0.00213) + (C1d*0.0003/ (6*35000.000*0.00213) + C2d*0.000%/
(2*35000.000*%0.00213) + C3d*0.000/(35000.000%0.00213) + C4d/(35000.000*0.00213)

N6 6 - Equacdes de compatibilizagdo de trechos para Engaste interno:

Parax=1.00
Eq. 23: 6e(x) = 0: -0.000*1.003/ (6*35000.000%0.00213) + C1e*1.00%/(2*35000.000*0.00213) + C2e*1.00/
(35000.000*0.00213) + C3e/(35000.000%0.00213) = 0

Eq. 24: 6d(x) = 0: -0.000*0.0003/ (6*35000.000*0.00213) + C1d*0.000%/ (2*35000.000*0.00213) +
C2d*0.000/(35000.000*0.00213) + C3d/(35000.000*0.00213) = 0

Eq. 25: ve(x) = 0: -0.000%(1.00"4)/ (24*35000.000*0.00213) + C1e*1.003/ (6*35000.000*0.00213) +
C2e*1.00%/(2*35000.000%0.00213) + C3e*1.00/(35000.000%0.00213) + C4e/(35000.000*0.00213) = 0

Eq. 26: vd(x) = 0: -0.000%(0.000*4)/ (24*35000.000*0.00213) + C1d*0.0003/ (6*35000.000*0.00213) +
C2d*0.000%/(2*35000.000*%0.00213) + C3d*0.000/(35000.000%0.00213) + C4d/(35000.000%0.00213) = 0

N6 7 - Equagdes de compatibilizagao de trechos para Apoio Mével interno:

Parax=1.00
Eq. 27: Me(x) - Md(x) = M —> (-8.000%1.002/2 + C1e*1.00 + C2e) - (-0.000*0.000%/2 + C1d*0.000 + C2d) = -
(21.000)

Eq. 28: 8e(x) = 8d(x) — > -8.000*1.00% (6*35000.000%0.00213) + C1e*1.00%/ (2*35000.000%0.00213) +
C2e*1.00/ (35000.000%0.00213) + C3e/ (35000.000%0.00213) = -0.000%0.000%/ (6*35000.000%0.00213) +
C1d*0.0002/(2*35000.000*0.00213) + C2d*0.000/(35000.000%0.00213) + C3d/(35000.000%0.00213)

Eq. 29: ve(x) = 0: -8.000%(1.00"4)/ (24*35000.000*0.00213) + C1e*1.00%/ (6*35000.000*0.00213) +
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C2e*1.00%/(2*35000.000%0.00213) + C3e*1.00/(35000.000%0.00213) + C4e/(35000.000*0.00213) = 0

Eq. 30: vd(x) = 0: -0.000%(0.000”4)/ (24*35000.000*0.00213) + C1d*0.0003/ (6*35000.000*0.00213) +
€2d*0.000%/(2*35000.000*%0.00213) + C3d*0.000/(35000.000*0.00213) + C4d/(35000.000%0.00213) = 0

No 8 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Apoio Livre interno:

Para x =1.00
Eq. 31: Qe(x) - Qd(x) = P —> (-0.000*1.00 + C1e) - (-0.000*0.000 + C1d) = 0.000

Eq. 32: Me(x) - Md(x) = M —> (-0.000%1.00%/2 + C1e*1.00 + C2e) - (-0.000%0.000%/2 + C1d*0.000 + C2d) = -
(8.000)

Eq. 33: Be(x) = 8d(x) -—> -0.000*1.003%/ (6*35000.000%0.00213) + C1e*1.00%/ (2*35000.000*0.00213) +
C2e*1.00/ (35000.000*0.00213) + C3e/ (35000.000*0.00213) = -0.000*0.0003/ (6*35000.000*0.00213) +
C1d*0.000%/(2*35000.000%0.00213) + C2d*0.000/(35000.000%0.00213) + C3d/(35000.000*0.00213)

Eq. 34: ve(x) = vd(x) —> -0.000%*(1.00"4)/ (24*35000.000*%0.00213) + C1e*1.003/(6*35000.000*0.00213) +
C2e*1.00%/ (2*35000.000%0.00213) + C3e*1.00/ (35000.000*0.00213) + C4e/ (35000.000%0.00213) =
-0.000%(0.000"4)/ (24*35000.000*%0.00213) + C1d*0.000%3/ (6*35000.000*0.00213) + C2d*0.000%/
(2*35000.000%0.00213) + C3d*0.000/(35000.000%0.00213) + C4d/(35000.000*0.00213)

N6 9 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Apoio Livre interno:

Para x=1.00
Eq. 35: Qe(x) - Qd(x) = P —> (-0.000*1.00 + C1e) - (-0.000*0.000 + C1d) = 2.000

Eq. 36: Me(x) - Md(x) = M —> (-0.000*1.002/2 + C1e*1.00 + C2e) - (-0.000*0.0002/2 + C1d*0.000 + C2d) = -
(0.000)

Eq. 37: Be(x) = 8d(x) -—> -0.000*1.003%/ (6*35000.000%0.00213) + C1e*1.00%/ (2*35000.000*0.00213) +
C2e*1.00/ (35000.000*0.00213) + C3e/ (35000.000*0.00213) = -0.000*0.0003/ (6*35000.000%0.00213) +
C1d*0.000%/(2*35000.000%0.00213) + C2d*0.000/(35000.000%0.00213) + C3d/(35000.000*0.00213)

Eq. 38: ve(x) = vd(x) —> -0.000*(1.00°4)/ (24*35000.000%0.00213) + C1e*1.003/ (6*35000.000*0.00213) +
C2e*1.00%/ (2*35000.000%0.00213) + C3e*1.00/ (35000.000*0.00213) + Cde/ (35000.000%0.00213) =
-0.000%(0.000%4)/ (24*35000.000%0.00213) + C1d*0.000%/ (6*35000.000*0.00213) + C2d*0.000%/
(2*35000.000*0.00213) + C3d*0.000/(35000.000%0.00213) + C4d/(35000.000*0.00213)

N6 10 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Apoio Livre interno:

Parax=1.00
Eq. 39: Qe(x) - Qd(x) = P —> (-0.000*1.00 + C1e) - (0.000*0.000 + C1d) = 0.000

Eq. 40: Me(x) - Md(x) = M —> (-0.000*1.002/2 + C1e*1.00 + C2e) - (-0.000*0.000%/2 + C1d*0.000 + C2d) = -
(68.000)

Eq. 41: 8e(x) = 8d(x) — > -0.000*1.00% (6*35000.000%0.00213) + C1e*1.00%/ (2*35000.000%0.00213) +
C2e*1.00/ (35000.000%0.00213) + C3e/ (35000.000%0.00213) = -0.000%0.000%/ (6*35000.000%0.00213) +
C1d*0.0002/(2*35000.000*0.00213) + C2d*0.000/(35000.000%0.00213) + C3d/(35000.000%0.00213)

Eq. 42: ve(x) = vd(x) —> -0.000%*(1.00"4)/ (24*35000.000*%0.00213) + C1e*1.003/(6*35000.000*0.00213) +
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C2e*1.00%/ (2*35000.000%0.00213) + C3e*1.00/ (35000.000*0.00213) + C4e/ (35000.000%0.00213) =
-0.000%(0.000"4)/ (24*35000.000%*0.00213) + (C1d*0.0003/ (6*35000.000*0.00213) + C2d*0.000%/
(2*35000.000%0.00213) + C3d*0.000/(35000.000*0.00213) + C4d/(35000.000*0.00213)

N6 11 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Apoio Livre interno:

Parax=1.00
Eq. 43: Qe(x) - Qd(x) = P —> (-0.000*1.00 + C1e) - (-0.000*0.000 + C1d) = 0.000

Eq. 44: Me(x) - Md(x) = M —> (-0.000%1.002/2 + C1e*1.00 + C2e) - (-0.000%0.0002/2 + C1d*0.000 + C2d)
(0.000)

Eq. 45: Be(x) = 8d(x) -—> -0.000*1.003%/ (6*35000.000*0.00213) + C1e*1.00%/ (2*35000.000*0.00213) +
C2e*1.00/ (35000.000*0.00213) + C3e/ (35000.000*0.00213) = -0.000*0.0003/ (6*35000.000%0.00213) +
C1d*0.000%/(2*35000.000%0.00213) + C2d*0.000/(35000.000%0.00213) + C3d/(35000.000*0.00213)

Eq. 46: ve(x) = vd(x) —> -0.000*(1.00%4)/ (24*35000.000*0.00213) + C1e*1.00%/(6*35000.000*0.00213) +
C2e*1.007/ (2*35000.000%0.00213) + C3e*1.00/ (35000.000%0.00213) + Cde/ (35000.000%0.00213) =
-0.000*(0.000%4)/ (24*35000.000%0.00213) + C1d*0.000%/ (6*35000.000%0.00213) + C2d*0.000%/
(2¥35000.000%0.00213) + C3d*0.000/(35000.000*0.00213) + C4d/(35000.000*0.00213)

N6 12 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Apoio Fixo interno:

Para x=1.00
Eq. 47: Me(x) - Md(x) = M —> (-4.000%1.002/2 + C1e*1.00 + C2e) - (-0.000*0.000%/2 + C1d*0.000 + C2d) = -
(0.000)

Eq. 48: Be(x) = 8d(x) -—> -4.000*1.003%/ (6*35000.000*0.00213) + C1e*1.00%/ (2*35000.000%0.00213) +
C2e*1.00/ (35000.000%0.00213) + C3e/ (35000.000*0.00213) = -0.000*0.0003/ (6*35000.000*0.00213) +
C1d*0.000%/(2*35000.000%0.00213) + C2d*0.000/(35000.000%0.00213) + C3d/(35000.000*0.00213)

Eq. 49: ve(x) = 0: -4.000%(1.00*4)/ (24*35000.000%0.00213) + C1e*1.00%/ (6*35000.000*0.00213) +
C2e*1.00%/(2*35000.000%0.00213) + C3e*1.00/(35000.000%0.00213) + C4e/(35000.000*0.00213) = 0

Eq. 50: vd(x) = 0: -0.000%(0.000*4)/ (24*35000.000*0.00213) + C1d*0.0003/ (6*35000.000*0.00213) +
C2d*0.000%/(2*35000.000*0.00213) + C3d*0.000/(35000.000*0.00213) + C4d/(35000.000%0.00213) = 0

N6 13 - Equagdes de compatibilizagdo de trechos para Apoio Livre interno:

Parax=1.00
Eq. 51: Qe(x) - Qd(x) = P —> (-0.000*1.00 + C1e) - (-0.000*0.000 + C1d) = 0.000

Eq. 52: Me(x) - Md(x) = M —> (-0.000*1.002/2 + C1e*1.00 + C2e) - (-0.000%0.000/2 + C1d*0.000 + C2d) = -
(0.000)

Eq. 53: Be(x) = 8d(x) -—> -0.000*1.003%/ (6*35000.000*0.00213) + C1e*1.00%/ (2*35000.000%0.00213) +
C2e*1.00/ (35000.000*0.00213) + C3e/ (35000.000*0.00213) = -0.000*0.0003%/ (6*35000.000%0.00213) +
C1d*0.000%/(2*35000.000%0.00213) + C2d*0.000/(35000.000%0.00213) + C3d/(35000.000*0.00213)

Eq. 54: ve(x) = vd(x) —> -0.000*(1.00%4)/ (24*35000.000*0.00213) + C1e*1.00%/(6*35000.000*0.00213) +
C2e*1.007/ (2*35000.000%0.00213) + C3e*1.00/ (35000.000%0.00213) + Cde/ (35000.000%0.00213) =
-0.000*(0.000%4)/ (24*35000.000%0.00213) + C1d*0.000%/ (6*35000.000%0.00213) + C2d*0.000%/
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(2*35000.000%0.00213) + C3d*0.000/(35000.000*0.00213) + C4d/(35000.000*0.00213)
N6 14 - Equagdes de compatibilizagao de trechos para Apoio Livre interno:

Parax=1.00
Eq. 55: Qe(x) - Qd(x) = P —> (-5.000*1.00 + C1e) - (-0.000*0.000 + C1d) = 54.000

Eq. 56: Me(x) - Md(x) = M —> (-5.000%1.002/2 + C1e*1.00 + C2e) - (-0.000*0.000/2 + C1d*0.000 + C2d) = -
(0.000)

Eq. 57: Be(x) = 6d(x) — > -5.000*1.00%/ (6*35000.000%0.00213) + C1e*1.002/ (2*35000.000%*0.00213) +
C2e*1.00/ (35000.000%0.00213) + C3e/ (35000.000*0.00213) = -0.000*0.0003/ (6*35000.000*0.00213) +
C1d*0.000%/(2*35000.000%0.00213) + C2d*0.000/(35000.000%0.00213) + C3d/(35000.000*0.00213)

Eq. 58: ve(x) = vd(x) —> -5.000*(1.00°4)/ (24*35000.000%0.00213) + C1e*1.00%/ (6*35000.000*0.00213) +
C2e*1.00%/ (2*35000.000%0.00213) + C3e*1.00/ (35000.000*0.00213) + Cde/ (35000.000%0.00213) =
-0.000%(0.000%4)/ (24*35000.000%0.00213) + C1d*0.000%/ (6*35000.000%0.00213) + C2d*0.000%/
(2*35000.000*0.00213) + C3d*0.000/(35000.000*0.00213) + C4d/(35000.000*0.00213)

N6 15 - Condigdes de contorno para Apoio Mével no ultimo né:

Para x = 1.000
Eq. 59: M(x) = M:-0.000 - 0.000*1.000%/2 + C1*1.000 + C2 =0

Eq. 60: v(x) = 0: -0.000%(1.000"4)/ (24*35000.000*0.00213) + C1*1.0003/ (6*35000.000*0.00213) +
C2*1.0002%/(2*35000.000*0.00213) + C3*1.000/(35000.000*0.00213) + C4/(35000.000*0.00213) = 0

Montando as equagdes num sistema global matricial do tipo A*C=B, temos:
A MATRIZ NAO PODE SER IMPRESSA (SISTEMA GLOBAL COM ORDEM MAIOR QUE 26). Ela pode ser

visualizada no arquivo SISTEMA_GLOBAL.txt, do qual foi feito o donwload automatico, e que pode ser
gerado novamente pelo botdo SISTEMA GLOBAL.

Resolvendo o sistema linear de equagdes pelo Método de Gauss (vide https://vtp.ifsp.edu.br/nev/Sistema-
gauss/sistemagauss.php?), econtram-se os valores das constantes C1 a C4 de cada trecho e, portando, as
equagdes dos esforgos de cada trecho (diagramas).

Abaixo seguem os diagramas (no sistema kN-m):
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CORTANTE (kN )

-35.833 -35.833 32.1682.165
(2151215183 51835193 5 LA
-0.932-3.830 -3.649 I |
0.0632.0682, 17, 1
2 170 0.167 0,167 4351

26.8326.83% 1-835

89.167

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere).

MOMENTO ( kN*'m )
49.167
37.976

30.024 32165

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)
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GIRO: (rad)
-0.269
-0.240
0.0%8
-0.103
fo: |
-0.000330 _-@ODDIERS- 12 ,0-0080 108 2852
0.00002722.00095¢ __ 1.67 \{
o 0§17 A 04054
0335
0.311
Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere).
DESLOCAMENTO ( mm )
Erie
\-155.100
-90.490
-35.078
0.000 __|-BESEHYEREe. 0.000 SB0HNe-13 I Nototee-14 278114
00888 0.336 0.377
98.586
174.851 170.53;
2433893

Utilize os botdes OPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Clique em um ponto da barra para ver o valor (0 espacamento dos pontos no diagrama interfere)
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do programa ja disponivel on-line.

Nota-se que os diagramas apresentados pelo Ftool coincidem com os

diagramas apresentados pelo médulo desenvolvido neste trabalho. Como instrumento

de validacdo, seguem os diagramas fornecidos pelo software Ftool (Figuras 57 a 61).

Figura 57 - Estrutura do Exemplo 6 - Ftool

A Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Took Exemplo 6.tl - X
File Options Display
Dz HE&E®m Load Case: Load Case 01 Load Train: NONE
I A F <w&0a et Editing Mode:  Selection ] ‘E‘E =< [T TR, T
Material Parameters
e 1 ~
B E R
L B gp B B
)
X E 35000 kkN/m?
vi 0.30
@i 0.000010)/°¢
E E z Z 1
o o = o =
g g g g| 8
= 80.000 kN/m o ] S 5
g g o ) a
1.000 KN/ 000 KN/ 21.000 KNMBAI00 Ki 8.00 Mmm 2000 kN/m 5.000 kN
ekl St —
3
=
(]
Q
&
C}
=
By elm v salm  [x1077m [vitdem CGid % 100lm Y. 100m | Snsp

Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.
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Figura 58 - Momento Fletor - Exemplo 6 - Ftool

F Ftool - Twa-Dimensional Frame Analysis Toal: Exemplo 6.4t — X
File Options Display
e & Load Case: Load Case 01 Load Train: NONE
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Figura 59 - Esfor¢o Cortante do Exemplo 6 - Ftool
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Vale ressaltar que o diagrama de cortante do FTOOL convenciona positivo

abaixo, ao contrario do moédulo apresentado neste trabalho.
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Figura 60 - Giro do Exemplo 6 - Ftool
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Figura 61 - Deslocamento do Exemplo 6 - Ftool
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a partir do software Ftool.

Nota-se que os diagramas apresentados pelo Ftool coincidem com os

diagramas apresentados pelo médulo desenvolvido neste trabalho.



